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Kapitel L 

Die algebraische Grandgleichnng F(s!z)=ih 

§ 1. Allgemeines. 

Eine Funktion f{z) der komplexen Yariabelen z keifst 
einwertig, wenn jedem bestimmten Werte a von z ein und 
nur ein Wert f(a) von f{z) entspricbt. Eine einwertige 
Funktion f{z) von z nimmt also in einem bestimmten Punkte 
z = a der komplexen Zahlenebene stets denselben Wert an, 
welches auch der Weg sei, auf dem z den Wert a erreicht. 
Funktionen dieser Art heifsen eindeutig. Einwertige 
Funktionen sind auch eindeutig. 

Denkt man sich die Werte der einwertigen Funktion 
f(z) tabellarisch in einer /-Ebene eingetragen, so dafs jedem 
Werte von f{z) ein bestimmter Punkt der /-Ebene entspricht, 
so wird, wenn z in der Ebene der komplexen Zahlen einen 
geschlossenen Weg durchläuft, auch /(z) in der /-Ebene 
einen geschlossenen Weg durchlaufen, wenn nicht z durch 
einen Punkt geht, dem ein Pol von f(z) entspricht. 

Die einfachsten einwertigen Funktionen sind die 
rationalen Funktionen. — Eine Funktion f{z) der komplexen 
Yariabelen z heifst mehrwertig, wenn im allgemeinen 
jedem bestimmten Werte a von z mehrere von einander 
verschiedene Werte von f{z) entsprechen. Dabei ist nicht 
ausgeschlossen, dafs für gewisse Werte von z mehrere der 
sonst verschiedenen Funktionswerte einander gleich werden. 

Zu den einfachsten mehrwertigen Funktionen gehören 
die irrationalen algebraischen Funktionen, auch kurz al- 
gebraische Funktionen genannt. 

Bezeichnet /^ einen der verschiedenen Werte, die f{z) 
in einem bestimmten Punkte z annimmt, so wird, wenn z 

Landfriedt, Theorie d. algebr. Fnnki 1 



2 I. Die algebraische Grundgleichang. 

von diesem Pnnkte aus in der komplexen Zahlenebene eine 
stetige Aufeinanderfolge von Werten durchläuft, /, sieh eben- 
falls ändern und eine Reihe von Werten durchlaufen; da& 
Aggregat dieser Wertänderungen heifst ein Zweig der 
Funktion f{z). 

Erreicht 2:, wenn es in der komplexen Zahlenebene einen 
Weg l durchläuft, einen Punkt -2 = 0, in dem k der sonst 
verschiedenen Werte von f(z) einander gleich werden, so 
treffen in dem zugehörigen Punkte der /-Ebene k Zweige 
fx'^'fh von f{z) zusammen. Geht dann z vom Punkte 
Ä = a aus weiter, so trennen sich in der /-Ebene diese k 

Zweige wieder, es bleibt 
aber im allgemeinen un- 
entschieden, welcher von 
'^ den Zweigen /{ . . ./i 
(Fig. 1) die Fortsetzung^ 
eines bestimmten Zwei- 
ges /v aus der Reihe 
yv /i«.«/fc sei. Einen sol- 
' chen Punkt z=a nennen 
wir einen singulären 

(oder kritischen) 
Punkt von f{z). Durch- 
läuft z einen geschlosse- 
nen Weg, der einen 
singulären Punkt um- 
schliefst, in dem k Zweige /i. . ./^ von/(z) zusammentreffen, so 
beschreiben /^.../fc nicht notwendig ebenfalls geschlossene 
Wege in der /-Ebene; mit anderen Worten: ein solcher 
Weg von z ftüirt f{z) nicht notwendigerweise zu seinem 
Anfangswerte zurück. Funktionen, die diese Eigentümlichkeit 
aufvreisen, nennen wir mehrdeutig. Mehrwertige Funktionen 
sind auch mehrdeutig. 

Bei unseren späteren Betrachtungen über algebraische 
Funktionen wird es eine unserer Hauptaufgaben sein, die 
Anzahl und Lage der singulären Punkte zu bestimmen. E& 
wird sich dabei, beiläufig gesagt, herausstellen, dafs die 
Mehrdeutigkeit der algebraischen Funktionen ausschliefslich 
auf dem Auftreten solcher singulären Punkte beruht. 




Fig. 1. 



§ 2. Die algebr. Funktionen: Definition o. Grandeigenschaften. 3 

§ 2. Die algebraischen Funktionen: Definition 

nnd Grandeigenschaften. 

DBflnitiOn l Eine Gröfse s heifst algebraische Fnnktion 
der komplexen Variabelen z, wenn sie mit z 
verbanden ist dnreh eine Gleichung von der 
Form: 

I?) i^G") = 9Po -«" + 9^1 •«•"'+ ••. + <Pn = 0, 

worin die Koeffizienten 9)Q,...9)n ganze rationale 
Funktionen von z sind, von denen mindestens 
eine bis zum Grade m in 2: ansteigt. 

Die durch die Grundgleichung I?) definierte al- 
gebraische Funktion s von z ist n-wertig; jedem Werte a 
von z entsprechen n im allgemeinen verschiedene Werte: 

von 8y nämlich die n Wurzeln der Gleichung: 

8,a) = q>^ (a) . «*+ flPi («) . «~-^+ • • • + «P« («) = 0. 

Schreibt man für das beliebige a wieder z, so sind die 
n Wurzeln 

die n Zweige der durch die Grundgleichung I?) definierten 
Funktion 8{z). Die Untersuchung der Eigenschaften dieser 
n Zweigfnnktionen bildet die Grundlage der im Folgenden 
zu entwickelnden Theorie. 

Wir betrachten die Wurzeln «^ . . . «» zunächst in ihrer 
Abhängigkeit von den Koeffizienten der Grundgleichung I?) 
und schreiben zu dem Zweck diese Gleichung in der Form : 

WO /(2f)= ^^^fl ist, für iu = l,2...n. 

Es gelten folgende Sätze: 

Sitz I?) Sind alle Wurzeln «i,...«» endlich, so sind 
es auch alle Koeffizienten fiy^fn- 
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Beweis: Aus der Elementaralgebra weifs man, dafüs 

*i 4" *« "r • • • "r *» = A> 



ist, woraus sich unmittelbar die Richtigkeit des Satzes ergiebt. 

SfttZ U?) Sind/^,.../n endlich, so sind es auch alle 
Wurzeln b^^.,.b^. 

Beweis: Sind/i,.../« endlich, so läfst sich stets eine 
positive endliche GröCse M so bestimmen, dafs 
mod/j <^n.M, mod/3<;n,.if,...raod/^<;n^if^,...mod/»<i'*, 
oder 

ist, worin n^ den Binominalkoffizienten 

n{n — 1) . . . (n — f« + 1) 



X • <j • • • |tl> 

bezeichnet. Aus 

«" = — A. «"-'—/«. «"-^ — ...—/n 
folgt nun, wenn allgemein mod r = | r | ist: 

l«l"<M"-'-l/il + l*|-'-l^l + .-. + l/-l- 

Es ist daher 

oder 

2 |«|» < |«|»4-n . Jf . («|»-i -f . ,. + Jf», 

d. h. 

2|«|"<(l«l + ^" 
und schliefslich 

8\<Ck.M^ wok = ist*) 

/"2 — 1 



*) Diese Eingrenznng der Wnrzehi rührt yon Christoffel her. 
Eine andere Eingrenzong giebt Ganfs in seinem letzten Beweis des 
Fondamentalsatzes der idgebra. 
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SfttZ IIF) Es giebt Werte von z, ftlr die mlDdestens 
eine der Warzeln s^ ... «« unendlich wird. 

Beweis: Als einwertige, rationale Funktion von z mafs/j (z) 
mindestens fbr einen Wert von z unendlich werden; gemäfs 
der Beziehung 

mufs fttr ein solches z auch mindestens eine der Wurzeln 
8^... »n unendlich werden. 

Sitz IT^) Wird eine Wurzel Sf^ unendlich, so wird es 
auch mindestens einer der Koeffizienten. 

Beweis: Würde keiner der Koeffizienten ^i • . ./n unendlich, 
wenn 9^=00 wird, so mtlssten nach Satz W) alle Wurzeln 
«j . . . 8nj also auch «^ endlich sein, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

Folgerung: Von den Wurzeln «,...«» werden eine 
oder mehrere immer und nur in den Punkten der 2; -Ebene 
unendlich, in denen einer der Koeffizienten unendlich wird. — 
Eine algebraische Funktion von z wird also nur in 
einer endlichen Anzahl von Punkten unendlich. 

Angenommen, s werde 00 fllr ;? = a; dann mufs nach 
Satz IV<!) mindestens ein Koeffizient f tOi z = a unendlich 
werden. Ist v — 1 die höchste Ordnung, zu der diese 
Koeffizienten fttr z = a unendlich werden, so ist jedenfalls 

(z — ay .ff^ = f ttr ^ = a . (/< = 1, 2 . . . w). ^ 

Ftthrt man nun in die Gleichung 

an Stelle von 8 eine neue Funktion S ein mit Hilfe der 
Substitution 

_ S 

'-{z-ay^ 

80 geht diese Gleichung ttber in die Gleichnng: 

+ (« — a)*».A = 0, 
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die sich ftlr 2: = a auf 

S» = 0, oder 5 = 

reduziert. Für z=a verschwindet also das Produkt «.(-» — a)% 
d. h. 8 kann für z = cl höchstens = oo*' - ^ werden, also 
jedenfalls co nur zu einer endlichen Ordnung. 

Wird « = 00 für z = ooj so führt man an Stelle von z 

die neue Variabele z' ein mit Hilfe der Substitution z = -i. 

z 

Die Koeffizienten / sind dann rationale Funktionen von z'y 
und es lassen sich /= dieselben Betrachtungen wieder- 
holen, wie vorhin für z = a. Auch für z=ao kann « nicht 
zu unendlich hoher Ordnung oo werden. — Wir haben 
daher den 

SfttZ T^) Eine algebraische Funktion kann nur. zu 
endlicher Ordnung unendlich werden und nicht 
unendlich oft. 

Wir untersuchen nun, wie die Wurzeln «j . . . «» von 11^) 
sich ändern, wenn die Koeffizienten/^.../» sich ändern. 

In der ^-Ebene nehmen wir einen Punkt z= a, dem 
ein System endlicher Werte von fi'->fn entspricht. 
Die Gleichung 11?) habe für dieses Wertesystem der /j . . . /* 
q «^) von einander verschiedene Wurzeln 

und zwar sei a^ eine ^-fache, s^ eine t^-fache, . . . «g eine 
v-fache Wurzel, so dafs die Gleichung 11?) sich für das be- 
trachtete Koeffizientensystem in der Form 

«anschreiben läfst, wo 

i-j-u-[-...-j-v = n ist. 

Für jede dieser q Wurzeln «^ . . . «« giebt es, nach Satz 11?), 
eine obere Grenze 

mod « <;; X . 3f , 

wo 

mod ffi^nf,. M^ 
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ist. — Repräsentiert man femer die q Wurzeln a^ . .. Sq in 
einer «-Ebene, so liefert das q verschiedene Punkte. Be- 
zeichnet man mit a die kleinste gegenseitige Entfernung 

zweier solcher Punkte, also den kleiusten der ^q{q — 1) 
Modulen : 

mod («^ — «j), . . ., mod («^ — «g), 



mod («, _ 1 — ««), 
«0 ist (T=t=0, 

Durch Änderung von z erteilen wir jetzt den Koeffizienten 
/i ... fn endliche Vermehrungen d/^, ... dfn] bezeichnen 
dann «i, . . . s'^ die Wurzeln der neuen Gleichung 

fio ist, wenn wir zur Abkürzung 
«etzen : 

(.'- 8,y («'- 8,)- . . . (.'- sqY = ^j, 

und daher 

modJ = Q{.Q^ . ... Ql 

fftr jede Wurzel «', wenn allgemein mod («' — ««) = ?x iflt. 

Die eben eingeftthrten Vermehrungen (Schwankungen) 
^/i • • • ^/n suchen wir nunmehr so einzuschränken, dafs wir 
eine obere Grenze fttr die Modulen q angeben können. — 
Wir schränken df^...dfn ein mit Hilfe der Ungleichheit: 

a?) mod J^B . { — \ , wo <C « ^ 1 sei. 

Berücksichtigt man, dafs sich stets eine Gröfse N finden 
läfst, so dafs 

mod(/^ + <J/^);^n^.iV^- 

und mod «' < x . iV 

ist, so ergiebt sich aus 
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n 

oder mod ^ <C ^ mod df^ . mod «'*-'*, 

dafs die einschränkende Bedingung a?) ganz sicher erfüllt 
ist, wenn wir verlangen: 

a^?) ^^mod a/, . (X iV)*- A* ^ € . (^y. 

Diese Bedingung hinwieder ist erfttllt, wenn jeder der 
n Summanden links gleich oder kleiner als der n^Teil der 
Gröfse rechts ist, d. h. wenn 

a,?) ^^^^ff^< — \Y) \vn) HfttrAi = l,2...n. 

In dieser die Schwankungen df/i einschränkenden Bedingung^ 
deren ErfttUtsein das Erflllltsein yon a?) nach sich zieht, 
ist N noch unbestimmt und nur an die Bedingung 

gebunden. Beachtet man aber, dafs 

mod {ff, + dff,) < mod /^ + mod df,, , 

und moi ffi^ fif, . Mf^ j 

so sieht man, dafs 

mod (/^ + d/,)< n, . i/M + ± . (I-): (-^) 

ist, falls a,?) erfttllt. Die Gröfse N genttgt daher der 
Bedingung 

mod (/^ + <J/^) ^ «^ iV'* , 

wenn n,.M^ + -.{^-) .(-^) ^n,.N^ 

oder 

b?) e^k„ (^=1,2. ..n) 

ist, für *^==n Y— Y(x.iV)»--M.n^(i\rA*_Ar/*). 



n — fi 
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Von den n Oröfsen i^ ist jede gröfser als die nächstfolgende. 
Es ist nämlich zunächst, da € >• sein soll, iV^]> 3/, d. h. 

-^r^ = CO -< 1 . Femer ist: 

kfi^i n — jU 1 1 — wf^-^^ 

kf, ~ ir~* // + ! • 1— Cü^ 

Da X = > w ist, so ist ^ <C 1. Ebenso 

^2-1 * 

1 1 €0^* + ^ 

ist — r-r-—^ :; — <!> wie sich ans 

jU-[- 1 1 — w^ 
l_ay* + i i_cc>-f cii(l— ccM*) 1 



1 — w" 1 — o;.« l+w + c«i*4-...+w^+i 

+w<l+w<2 

ergiebt. Hieraus folgt -^^^^<^\. Von allen A^ ist i»am 

kleinsten. Die n Bedingungen b?) lassen sich also ersetzen 
durch die eine Bedingung: 

c?) € ^ n . (— y. C^**— ^*). 

Soll hierin e der Bedingung <! c ^ 1 gemäfs wirklich den 
Wert 1 erreichen können, so mufs 

n.(Ay.(iV«— if*)^l 

sein; sollen andererseits die Schwankungen d/«, die zufolge 
a^ V) mit wachsendem N sinken, nicht unnötig eingeschränkt 
werden, so mufs 

«.(-|-)".(iyr--Af-)=l, oder iV=|/'jtf. + i..(|.y 

genommen werden. — Rekapitulieren wir alles bisherige, 
so haben wir folgendes Resultat: Bestimmt man eine Zahl 
N mittels der Gleichung 
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und beschränkt man die Schwankungen d/u gemäfs den 
Beziehungen : 

B?) nlod«J/,^i.(-|-)^(^)""^ (fi = l,2,...n) 



worm 

C?) 

ist, so hat man 



0<«<1 



D?) 



mod ^ = ^J . ^J . . . ^" < e . ( -9- ) > iiod folglich aaoh 



Sind, was wir von nun an voraussetzen, die Schwankungen 
dff^ so eingeschränkt, dafs die Ungleichheit D?) erfüllt ist, 

so mufs mindestens einer der Modulen ^i...^, kleiner 

als -^ sein. Angenommen, es sei Qi<i~^i dann ist jeder 

andere Modul p^ (v = 2, 3 . . . q) 

gröfser als — , wie sich un- 

mittelbar ergiebt, wenn man 
das in der «-Ebene liegende 
* Dreieck mit den Seiten 
e^, pv, mod («1 — 8^) 
betrachtet (Fig. 2). 

Hieraus ergeben sich obere Grenzen für QiyQ^y'Qq* 
Ist z. B. Q^ <-2-, so ist ß« . . . jj> ^—J , 




oder gu.,,gv^^^^^ 

Zusammen mit D?) liefert dies: 






n — t 
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Wir können daher allgemein sagen: 

Ist ßi <y , 80 ist Q^ == mod («' — «J < _ . y- 



nnd jedesmal alle übrigen q gröfser als -^, wie klein auch 

s sein mag. — In diesen Beziehungen bezeichnet a* eine der 
Wnrzeln «I, . . . «i, . . . «J,. Für jede dieser Wurzeln «i giebt 
es nach dem Vorigen eine Wurzel s^ der ursprünglichen 
Oleichung 11?), so dafs 

mod(«; — «^)<-|-)/7 

ist, wo T eine der Zahlen *, w. . . . v bezeichnet. 

Ist mod(«i — «oX-ö"*^*? 80 ist femer für € = 0:lim «! = ««? 

„ mod(«2 — «|j)<-ö-V^ „ ,, „ „ € = 0:lim«2 = «|j, 



„ mod(«;— «yXy V£, „ „ „ „ 6 = 0:lim«^ = «y, 

wo ay ßj ... y Indices aus der Reihe 1, 2, . . . gr gind. — Um 
etwas Näheres über diese Indices zu erfahren, erinnern wir 
uns daran, dafs 

und daher 

ist. Läfst man hierin € = werden, so verschwindet, gemäfs 
B?), die linke Seite identisch, rechts geht a' in s, sl in ««, 
si in «/?,... 8n in Sy über, und es wird daher identisch : 

(« — ««) (« — «^) . . . (« — «y) = (« — «t)*. (« — «a)". . . (« — ««)^ 
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WM nur dann mOglich irt, wenn von den Indiees a^ßy . . . y, 
t den Wert 1, u den Wert 2, . . . o den Wert q haben. — 
Wir können also den Satz ansspreehen: 

8t(Z TP) Orenzt man die Schwankungen d/» der 
KoefHzienten /^ • . . /« der Gleichung n?) ein 
gemäfs den Bedingungen: 



A?) 

B?) 
C?) 



^=V«-+i.(T)-. 



"^'A^-^d-yCinir)" ' 



Oi = 1, 2, . . . n) 



0<e<l, 

so ordnen sich die Wurzeln s' der neuen 
Gleichung in so viel Gruppen, als die 
Gleichung U?) von einander verschiedene 
Wurzeln hatte. Einer ^-fachen Wurzel «^ 
von n?) entspricht eine Gruppe von ^Wurzeln«' 
der neuen Gleichung, und es ist fttr jede dieser 
t Wurzeln 



mod(«' — 8j) <; 



a 
2" 



t 




Hg. 8. 



fttr € = gehen 
diese ^Wurzeln «' 
alle über in s^. 

Der Inhalt dieses 
Satzes läfst sich geo- 
metrisch leicht veran- 
schaulichen. — Wir 
führen zwei Zahlen- 
ebenen ein, eine fttr 
die Koeffizienten und 
eine fttr die Wurzeln. 
In der /-Ebene mar- 
kieren wir die n Punkte^ 
welche die Werte von 
/^ . . . fn fttr ein be- 
stimmtes z darstellen 
(Fig. 3), und schlagen 
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nm diese n Punkte Kreise C^ , . . . C^j, .. , C^ mit den 
Badien • 

Die Bedingung B?) für modd/« heifst dann nichts anderes, 
als: dafs die Koeffizienten/^, .../«, .../n in ihren Schwankungen 
auf das Innere der Kreise C^, . . . C^, . . . C« beschränkt sein 
sollen« Wird £ = 0, so reduzieren C^ . . . ^» sich auf ihren 
Mittelpunkt. In der «-Ebene markieren wir ebenso die 
q Wurzeln «^ . . . s^. Die entsprechenden Punkte, die wir 
kurzweg mit «^ . . . «, bezeichnen, liegen alle innerhalb eines 
um den Punkt « = als Mittelpunkt mit dem Badius x3f 
beschriebenen Kreises K, Um s^ . . . «^ als Mittelpunkte be- 
schreiben wir weiter Kreise K^^ ... K^ mit den Badien 

r{ == — • V fi, . . . r, = — • VT; diese Kreise liegen alle inner- 

halb eines um « = als Mittelpunkt mit dem Badius xti^^M 
beschriebenen Kreises K\ Nach dem vorigen Satze liegen 
dann, so lange /j, .../» in ihren Schwankungen auf das 
Innere der Ejreise C^ . . . C» beschränkt sind, innerhalb K^ 
t Wurzeln s'y innerhalb K^ ti, . . . innerhalb Kq^ v Wurzeln s'. 
Es sind somit alle Wurzeln s' eingegrenzt, und zwar, da 
K^^ .. , Kq sich nicht schneiden können, jede nur einmal* 

Die im Vorigen durchgeführte, von Christof fei in 
seinen Vorlesungen über Abersche Funktionen vorgetragene 
Methode der Eingrenzung der Wurzeln, benutzen wir, um 
nachzuweisen, dafs s^ . .. s^ stetige Funktionen von f •"fn 
sind. 

DsflnittOn. Eine Funktion aS der komplexen Variabeln^ 
heifst innerhalb eines bestimmten Gebietes Q 
der t-Ebene stetige Funktion von t^ wenn mit 
der gröfsten Schwankung von t innerhalb G 
auch die Maximalschwankung von S innerhalb 
des G entsprechenden Gebietes der /8-Ebene 
verschwindet*) 



*) Christoffel : Mathem. Ann. £d. 53. 
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Es verdient hervorgehoben za werden, dafs der Maximal- 
Schwankung von t innerhalb G die Maximalsohwankung von S 
nicht zu entsprechen braucht. 

Beschränken wir, wie im Vorhergehenden, die Schwan- 
kungen dff^ auf das Innere der Kreise C^, . . . C«, so sind die 
Maximalsohwankungen von f^ . ,.fn innerhalb dieser Gebiete: 

2^1, 2r,, . . . 2r^. 

Die Maximalschwankungen von 8^, . . . <»« innerhalb der ent- 
sprechenden, nachgewiesenen Schwankungsgebiete K^^ . . . Kq 
sind 

29*x, 29*2, • • • 27*0* 

Aus den Werten der r und / ergiebt sich aber: läfst man e 
kleiner werden, so nehmen 2r^, ... 2rn und mit ihnen 
2n, . . . 2r^ ab; wird « = 0, so verschwinden 2r^, . . . 2r» 
und zugleich auch 2r[, . . . 2r^. Zusammen mit den Sätzen 11?) 
und lU?); dieses Paragraphen liefert dies den 

SfttZ ¥11?) Die Wurzeln «j, ...«» der algebraischen 
Gleichung 

sind stetige Funktionen der Koeffizienten 
f\y-"fnj so lange keiner dieser Koeffizienten 
unendlich wird. 

Die Koeffizienten /,,.. ./« sind rationale Funktionen 
von Zy also stetige Funktionen von Zj so lange sie nicht oo 
werden. Innerhalb eines Gebietes G der -2-Ebene, in dem 
fij - "fn endlich bleiben, verschwinden also mit der Maximal- 
sohwankung von z auch die Maximalschwankungen von/^, . . . /i, 
und mit diesen, nach dem vorigen Satze, auch die Maximal- 
schwankungen von «^, . . . Sm. Wir haben so den 

SfttZ YIII?) Jede algebraische Funktion s ist stetige 
Funktion von z, so lange sie nicht unendlich 
wird. 

Fassen wir alle Besultate dieses Paragraphen zusammen, 
so erhalten wir den 
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FnndamentalsatZ : Die einzige Art von Unstetlgkelt» 
die eine algebraische Funktion darbieten kann, 
besteht darin, dafs sie unendlich wird ; dies wird 
sie nur zu endlicher Ordnung und nicht un- 
endlich oft. 

Dieser Fnndameiitalsatz gilt anch für die einwertigen 
rationalen Funktionen von z] während diese letzteren aber, 
anfser dem Unendlichwerden, keine weitere Art von 
Singularitäten aufweisen, werden wir im folgenden Para- 
graphen eine zweite Art von Singularitäten algebraischer 
Funktionen kennen lernen. 



§ 3. Mehrdeutigkeit der algebraischen Funktionen; 
Yerzweigungspunkte und vielfache Punkte. 

Bei den folgenden Betrachtungen nehmen wir die Grund- 
gleichung 

9o • ***+ Vi • «"*" ^ + • • • + y»= 

als irreducibel an, d. h., wir setzen voraus, das Polynom 
9?^ . «*» -f- . . . -j- ^n lasse sich nicht zerlegen in zwei in a und 
z ganze Faktoren. 

In der ^- Ebene nehmen wir einen beliebigen, nicht 
singulären Punkt z = ay in dem also «^, . . . «« n von einander 
verschiedene Werte haben. Eine dieser Wurzeln, etwa ä^, 
fassen wir ins Auge. 

Vom Punkte z = a ausgehend, 
lassen wir z auf einem Wege /, der 
sonst beliebig ist, aber durch keinen 
singulären Punkt hindurchgehen soll, 
bis zum Punkte z = ß gehen (Fig. 4). 
Kach dem Schlufssatz des vorigen 
Paragraphen ändert sich s^ stetig 
auf diesem Wege und geht vom 
Anfangswerte s^ (a) in einen be- 
stimmten Endwert s^ (ß) über. Diesen 
Weg l ändern wir nun, mit Bei- 
behaltung der Punkte a und /?, in 
folgender Weise. ^^' *' 
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Jedem Ponkte f von /, in dem fi'-'f» die Werte 
/i 0')« • • • /•• O') luiben mögen, ordnen wir einen anfserhalb l 
liegenden Punkt / so zu, dab die Bedingungen: 



AI) 



modd/,^-^(l):(-^y", 



erfüllt bleiben. Dadurch wird dem Werte 8^{y) nach den 
fiesaltaten des vorigen Paragraphen eine und nur eine Wurzel 
Bi 80 zugeordnet, dafs 

mod(«;(y') — «iMXy.« 

ist. Führen wir dies für alle Punkte von l so aus, dafs die 
Punkte f einen zusammenhängenden von a nach ß führenden 
Linienzug V bilden, so wird V um so näher bei / liegen, je 
kleiner wir e nehmen, und es wird sich 8[ längs /' stetig 
ändern. Zu Anfang ist 8[ (a) = s^ (a), längs V ist überall 

mod(«'i — «iX-^--^ ^"id für « = geht «1 in «^ über; im 

Punkt ß ist also wieder «1 {ß) = «^ {ß)j d. h.: geht s^ auf den 
zwei benachbarten Wegen / und Z', deren Nachbarschaft 
durch die Bedingungen A?) festgelegt ist, vom nicht sin- 
gulären Punkt a zum nicht singulären Punkt /?, so erreicht 
es in ß jedesmal denselben Endwert. Dasselbe gilt einzeln 

lUr ^a, . • • ^f|. 

Konstruiert man, unter bestän- 
diger Innehaltung der Bedingungen 
A?) zu U weitere Nachbarwege ?',/'", 
u. s. w., so erhält man schliefslich 
zwischen a und ß zwei Wege / und 
/i (Eig. 5), deren entsprechende Punkte 
überall endlichen Abstand von ein- 
ander haben. Liegt weder auf / 
und /^, noch zwischen denselben 
ein singulärer Punkt, so führen 
Fig. 6. beide Wege jede Wurzel Sy von 
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demselben Anfangswerte s^ (a) zu demselben Endwerte 

Die Natnr der hierbei ausgeschlossenen singolären 
Punkte läfst sich genauer angeben. Wird 8 innerhalb des 
Yon / und l^ begrenzten FlächenstQckes 6roo, so setze man 

S = , oder umgekehrt « = — ö 5—, 

8 — a o — 1 

wo a eine Konstante ist. Fttr « = 00 wird 5 = 1; diejenigen 
Punkte z, in denen S = cx> wird, sind die Punkte, in denen 
s = a wird, also die Wurzeln der Gleichung : 

a«+/,(^).a»-i+...+/«(^) = 0. 

Wählt man daher die Eonstante a so, dafs die m Wurzeln 
dieser Gleichung aufserhalb G liegen, so ist S innerhalb G 
stetig. Die Wege l und l^ führen dann S von demselben 
Anfangswerte zu demselben Endwerte, wofern Gy l und l^ 
keine Wurzelkoincidenz von S enthalten. Da aber die 
Wurzelkoincidenzen für S und « stets für dieselben Werte 
Ton z auftreten, und a immer so gewählt werden kann, dafs 
S m G nicht 00 wird, so ergiebt sich aus dem Vorigen der 

SfttZ I?) Wird die algebraische Funktion 8 von 
irgend einem Punkte a zu irgend einem Punkte 
/? stetig fortgesetzt auf 2 verschiedenen Wegen 
l und Z^, und ihr in a jedesmal derselbe An- 
fangswert erteilt, so erlangt sie in ^jedesmal 
denselben Endwert, wofern weder auf noch 
zwischen / und /^ eine Wurzelkoincidenz vor- 
kommt. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar: 

SfttZ II?) Jeder geschlossene Weg (Ringweg) Z, der 
keine Wurzelkoincidenz umschliefst, führt jede 
Wurzel zu ihrem Anfangswerte zurück. 

Beweis: Läfst man in Satz 19) den Endpunkt ß des 
Weges / mit dem Anfangspunkte a zusammenfallen, so geht 
l in einen Ringweg über, während l^ sich auf den Punkt a 
reduziert, also irgend eiue Wurzel «^ vom Werte «^ (a) zu dem- 
selben Werte «v(o) überführt. Stnd dann die Bedingungen 
des Satzes I?) erfüllt, so umschliefst l keine Wurzelkoincidenz 

Landfriedt, Theorie d. algebr. Fnnkt. 2 
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und f tlbrt jede Wurzel s^ yom Anfangswerte s^ (a) zu dem* 
Beiben Endwerte wie l^, d. h. zum Endwerte Sy (a), w. z. b. w. 

Weiter gelten folgende Sätze. 

SfttZ III?) Es giebt in der ^^-Ebene stets Bingwege^ 
die eine beliebige Wurzel s^ nicht zu ihrem 
Anfangswerte zurückfuhren. 

Beweis: Würde 9^ auf jedem Bingwege zu seinem An- 
fangswerte zurückkehren, so wäre «v eine einwertige Funktion 
von z, und weil sie nur durch Unendlichwerden unstetig* 
wird und dies nur zu endlicher Ordnung und in einer end- 
lichen Anzahl von Punkten, sogar eine rationale Funktion 
von z,8 — 8y wäre dann auch rational in z^ was der An- 
nahme widerspricht, dafs die Grundgleichung irreducibel sei* 

Satz IV) Für jeden Bingweg l bilden die Endwerte 
der Wurzeln eine Permutation der Anfangs- 
werte. 

Beweis: Der Bingweg l führe die n Wurzeln 

über in »1, «2? • . • «n • 

Dann wird zugleich das Gleichungspolynom 

* = 9o (« — «l) (« — «2) . . . (« — «n) 

Übergeführt in 

^' = 9>o (« — «0 (« — «2) . . . (« — O . 
Da ^ aber ganze Funktion von z sind, so ist identisch 

was nur mögKch ist, wenn die Endwerte «1 «« bis auf die 

Beihenfolge mit den Anfangswerten «^ . . . 5« übereinstimmen. 

Nach Satz 11?) kann die durch einen Bingweg herbei- 
gefüWte Permutation der Anfangswerte die identische 
Permutation sein, nach Satz 111^) ist dies aber jedenfalls 
nicht immer der Fall. 

S&tZ ¥^) Die durch einen Bingweg herbeigeführte 
Permutation der Anfangswerte der Wurzeln 
läfst sich stets in eine Anzahl cyklischer Per- 
mutationen dieser Anfangswerte auflösen. 
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Der Beweis ergiebt sich aus der Lehre yon den Per- 
mntationen, 

Satz YF) Es läfst sich, bei irredncibeler Grund- 
^ gleichnng, stets ein Ringweg so anlegen, dafs 
er eine beliebige Wurzel, etwa «j, in eine be- 
liebige andere Wurzel überführt; 

und umgekehrt: 

giebt es solche Ringwege, so ist die Grund- 
gleiehung irreducibel. 

Beweis: Ad 19) Angenommen, ^^ lasse sich durch keinen 
Ringweg in eine der Wurzeln «3 . . . «» überführen; dann 
giebt es nach Satz III?) sicher einen Ringweg, der s^ in 8^ 
überführt. Ist l ein solcher Ringweg, so sind zwei Möglich- 
keiten vorhanden: 

a?) auch «^ läfst sich in keine der Wurzeln «g •••**• überr 
führen* dann giebt es, wieder nach SatzIU?), einen Ringweg, 
der «3 m s^ überführt. Das Produkt {s — s^^) (« — s^) wäre da- 
her eine einwertige, rationale Funktion von z und die 
Grundgleichung wäre reducibel, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

j5?) «j läfst sich durch einen Ringweg X in eine der 
Wurzeln s^^. . .8„, etwa in ««? überführen. Dann wird auch 
«1, wenn z hinter einander die Ringwege l und X durch- 
läuft, in 8^ übergeführt, was gegen die Annahme ist, dafs 
8^ in keine der Wurzeln «g • • • *n übergeführt werden kann. 
— Diese letztere Annahme steht also im Falle a?) in Wider- 
spruch mit der vorausgesetzten Irreducibilität der Grund- 
gleichung, im Falle /??) in Widerspruch mit sich selbst, ist 
also falsch. 

Ad 29) Wäre die Grundgleichung nicht irreducibel, so 
liefse sich das Polynom ^ derselben in mindestens zwei 
Faktoren 

^1 = (« «1) . . . (« «x) . . . (« «fc) , 

^2 =(« — «fc + 1) •••(« — «0 •••(« — «») ) (^ = ^1 • *« ) 

zerlegen, die einwertige, rationale Funktionen von z sind. 
Führt dann ein Ringweg l eine Wurzel «x von ^^ = in 
eine Wurzel «^ von 0^ = über, so führt dieser Ringweg, 

2* 
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die Ungleichheit der n Wnrzeln «, •..«!» vorausgesetzt, 0^ 
nicht zu seinem Anfangswert zorttck, d. h. 0. ist nioht ein- 
wertige Funktion von z. Die Annahme, die Orundgleichung 
sei unter den obigen Voraussetzungen nicht irreduoibel, steht 
daher in Widerspruch mit sich selbst. 

SfttZ Tir) Kann ein Ringweg / durch Zusammen- 
ziehen oder Erweitern in einen anderen Bing- 
weg k so deformiert werden, dafs dabei keine 
Wurzelkoincidenz überschritten wird, so liefern 
beide Ringwege / und X dieselbe Permutation 
der Wurzeln, vorausgesetzt, dafs man alle 
Wurzeln vom Anfangspunkte a von / stetig 
fortsetzt bis zum Anfangspunkte a von l (Fig. 6?). 

Beweis : a?) Enthält der innere Bingweg keine Wurzel- 
koincidenz, so ergiebt sich die Bichtigkeit des Satzes un- 
mittelbar aus Satz II?). 

b?) Der innere Bingweg (hier X) lunschliefse Wurzel- 
koincidenzen. In diesem FaUe denken wir uns den Bing- 
weg l{= amna) zuerst zusammengezogen in den Bingweg 
l^ {= aafivßa)y der zum Teil mit l zusammenfällt (Fig. 6?). 

Da zwischen l und l^ keine 
Wurzelkoincidenz liegt , so 
fuhren beide jede Wurzel «, 
zu demselben Endwerte, lie- 
fern also dieselbe Permutation 
der Anfangswerte 8v(a). Denkt 
man sich daher jede der 
n Wurzeln «j ... «^ ... ^^ von 
ihrem Anfangswerte s^ (a) stetig 
fortgesetzt bis zum Punkte a 
p. g längs des Weges al^a und be- 

zeichnet die Werte im Punkte a 
mit 8^{a) (v = 1, 2, . . . n), so führt der Bingweg afivßaa eine 
Permutation der Anfangswerte 8^{a) herbei, die gleich ist der 
Permutation der Anfangswerte s^ (a), die der Bingweg amna 
liefert. Nach Satz I?) läfst sich aber, bei der stetigen Fort- 
setzung einer Wurzel, der Weg ßl^al^a ohne Änderung des 
Endwertes ersetzen durch den Weg ßXa. Der Bingweg X 
(= a^ivßa) bringt daher dieselbe Permutation der Aiifangs- 
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werte «^ (a) hervor, wie der Ringweg l^ , d. h. der Bingweg X 
permatiert die Anfangswerte 8,(a) genau ebenso wie der 
Ringweg l die Anfangswerte a^ (a) permutiert, w. z. b. w. 

Aus den vorhergehenden Sätzen ergiebt sich, dafs, wenn 
eine algebraische Fimktion s längs eines von z beschriebenen 
Ringweges l stetig fortgesetzt wird, es f ttr den Endwert von 
s von entscheidendem Einflnfs ist, ob l Wurzelkoincidenzen 
umschliefst oder nicht. Soll eine durch eine gegebene 
Gleichung definierte algebraische Funktion s von z genauer 
studiert werden, so hat man daher zuerst die Wurzel- 
koincidenzen zu ermitteln und hierauf deren Einflufs zu 
untersuchen. Zu diesem letzteren Zwecke legt man um die 
einmal ermittelten Eoincidenzpunkte Ringwege, die immer 
nur je eine Koincidenz umschliefsen. Diese Ringwege denken 
vnr uns, was nach Satz VII?) erlaubt ist, so angelegt, dafs 
sie die Eoincidenzpunkte in unmittelbarer Nähe umlaufen 
(Puiseux's „courbes ölämentaires^). 

Über die Eoincidenzpunkte ist noch Folgendes zu be* 
merken : 

Ist c = a ein Eoincidenzpunkt, in dem x Wurzeln der 
Grundgleichung denselben en^chen oder unendlichen Wert 
annehmen, so sind mehrere Fälle zu unterscheiden: 

1 ?) Ein den Punkt z = a in unmittelbarer Nähe um- 
laufender Ring weg l führt diese x Wurzeln in eine Per- 
mutation derselben über, die aus einem einzigen x-gliedrigen 
Cyklus besteht. In diesem Falle heifst aein Verzweigungs- 
punkt der Funktion « und zwar ein (x — l)facher Ver- 
zweigungspunkt oder ein Verzweigungspunkt von 
der Ordnung x. Ist speziell x = 2, so heifst der Punkt 
z = a ein einfacher Verzweigungspunkt. 

2?) Der Ringweg l führt die x Wurzeln über in eine 
Permutation derselben, die sich in fi Cyklen auflöst. Die 
Anzahl der Elemente in diesen Cyklen sei x^ , x, , . . . x^ 
(x = Xj -j- . . . -|- x^), wo nicht alle Zahlen x^ . . . x^ gleich 1 
sind. Der Punkt z = a ist dann wieder ein Verzweigu\igs- 
punkt der Funktion s und zwar läfst sich derselbe ansehen 
als entstanden aus der Vereinigung von ju Vereinigungs- 
punkten von den resp. Ordnungen x^ , x^^ , . . . x^. Ist eine 
der Zahlen x^ . . . x^, etwa Xy gleich 1, so ist 2; = a für die 
den entsprechenden einglied^gen Gyklus bildende Wurzel 
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kein Verzweigimggpimkt, sondern ein nicht singnlärer, 
regulärer Punkt 

3^) Der Bingweg l führt die x Wurzeln in eine Per- 
mutation derselben ttber, die sich in x eingliedrige Gyklen 
auflöst. In diesem Falle heifst2;==a ein x-facher Punkt 
Yon 8 ohne Verzweigung, oder ein x-facher Punkt mit 
getrennten Zweigen. Einen solchen Punkt rechnen wir 
nicht mehr zu den singulären Punkten. 

Schliefslich ist noch zu erwähnen, dafs es auch Punkte 
z = a geben kann, in denen x Wurzeln denselben Wert a, 
x'-Wurzeln denselben, von a verschiedenen Wert a', . . . an- 
nehmen. In diesem Falle sind für jede der aus x, x' . . . 
Wurzeln bestehenden Wurzelgruppen die drei eben be- 
sprochenen Möglichkeiten in Betracht zu ziehen. 

Die Besultate dieses und des vorigen Paragraphen haben 
uns gezeigt, dafs die algebraischen Funktionen von z nur 
zwei Arten von Singularitäten aufweisen: Unstetigkeits- 
punkte und Verzweigungspunkte. Die Art des Un- 
stetigwerdens ist bei den algebraischen Funktionen dieselbe, 
wie bei den einwertigen rationalen Funktionen von z; beide 
werden unstetig nur durch ünendlichwerden, sie werden oo 
nur zu endlicher Ordnung und nicht oo oft. Bei den 
algebraischen Funktionen treten dann noch Verzweigungs- 
punkte auf^ und diese sind es, auf denen die Mehrdeutig- 
keit dieser Funktionen beruht. 



§ 4. Beispiele mehrdeutiger Funktionen« 

Die im Vorigen abgeleiteten Besultate wollen wir in 
diesem Paragraphen an einigen speziellen Beispielen erläutern 
und namentlich zeigen, wie geeignete Bingwege die Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung permutieren. 

Beispiel I^) Sei 

8^—{z — a) = 0. 

Die durch diese Gleichung definierte algebraische Funktion 
8 von z ist 2-wertig; ihre beiden Zweige «j, «^ sind gegeben 
durch die Gleichungen: 



«i=-f- V^ — a, 8^ = ^--Vz — a. 
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Im Pimkte e: = a wird «^=«2 = 0; 2=^a ist also ein 
Xoincidenzpimkt. 

Von einem in der Nähe von z=^a gelegenen Pankte 
z = ^j in dem s die 2 entgegengesetzt gleichen Werte 

4Xi=-f- VC — a, a^ = — Vtr—ä besitzt, beschreiben wir 
um den Punkt z = a einen Bingweg l (Fig. 7% Ist nun 
in Polaxkoordinaten: 






tio ist 




Fig. 7. 



a = r .e 



Z—a = Q. 






2 2 2 2 



Beschreibt z yon 2? = ^ aus den Bingweg /, so wächst 9)^ 
um 27r, und es geht 

Ol über in a = ß . « 



= 0; 



und cTj „ ,, * = — ^ .« 



• 9 



= a,. 
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Der Ringweg / permutiert also die 2 Wurzeln a^ und a^y, 
d.h. z — a ist ein Verzweigangspnnkt der durch «* — {z — a)=0 
definierten algebraischen Funktion s. 

Ein zweimaliger Umlauf um 2; = a f tthrt jede Wnrzel 
wieder in sich selbst ttber. Läfst man z von einem Punkt £' 
aus (Fig. 7} fttr den C' — a = Q'.ei'v' ist, einen Ringweg l 
durchlaufen der z = a nicht umschliefst, so kehrt, wie die 
Figur zeigt, q>' zu seinem Anfangswerte zurück. Ein solcher 
Ringweg f flhrt daher, in Übereinstimmung mit Satz 11^) § 3,. 
jede Wurzel zu ihrem Anfangswerte zurück. 

Beispiel W) Sei 

«« — («» — a») = 0. 

Die Funktion s ist zweiwertig; ihre 2 Zweige s^y s^ sind 
definiert durch die 2 Gleichungen: 

«j= -f- V{^ — ö) (2? — ad) {z — a^ a), 



8^= — V(z — ä){z — ad){z — ö* ä), 

1 i 
WO a die 3** Einheitswurzel a = — "f" ö VS bezeichnet. — 

Eoincidenzpunkte sind die Punkte z = a, z^^aa^ z = a^a^ 

Fuhrt man Polarkoordinaten ein, und setzt: 

z — a = r^ . e »9^, 
z — aa = r^ . e 'V«, 
z — a^a = r^ . e *^, 

so erhält man: 

JL ' y* + y» + yg 

Beschreibt z einen Ringweg /, der keinen der 3 Punkte 
a, aa^a^a einschliefst, so kehrt jeder der 3 Winkel 9>i, 9)37 Vb 
zu seinem Anfangswerte,^ zurück. (Fig. 8). Ein solcher 
Ringweg führt also, in Übereinstimmung mit Satz 11, § 3, 
jede der Wurzehi »„ s^ zu ihrem Anfangswerte zurück. 

Beschreibt z einen Ringweg Z, der einen der 3 Punkte 
a, aa, a^a, etwa a, umschliefst, so wächst q>^ um 27r, q)^ 
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und g>Q aber kehren za ihren Anfangswerten zurück. Es 
geht aUio 



«1 über in -|- (r^ r^ r^) . e 



2" -^^(9^+9^ + 9*)+*^ 



8, 



9> 



Y -2^(9i + f + 9^) + ^ 

nnd 8, in — (^'i^'a^'s) -^ =«i. 

Ein solcher Ringweg permntiert daher die 2 Wnrzeln s^ nnd <,. 
Dasselbe gilt von allen Ringwegen, die nnr einen der drei 
Punkte üj aüj a^a nmschliefsen, d. h. die Pnnkte a, aa, a^a 
sind Verzweignngspankte von s. 




a. 



Pig. 8. 



Beschreibt z einen Ringweg /, der 2 der 3 Ver- 
schweigongspnnkte, etwa a nnd aa^ umlänft, so kehrt q)^ 
wieder za seinem Anfangswerte zurück, während q>^ nnd q)^ 
je um 2 TT wachsen. Es geht dann 



h ii^ + (^i ^2 '^^) • « 



1 i 



8 



1> 



nnd «2 „ = (r^r^r^) .e 



Y Y (y'» + y« + 9*) + 2 ;ri 



8^ 
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über. Ein solcher Ringweg führt daher jede Wurzel za 
ihrem An&ngswerte ' zorttck. Dasselbe Resaltat erhält man, 

wenn man, was nach 
Satz yU?) § 3, erlaubt 
ist, den Biagweg / durch 
zwei von demselben 
Punkte ausgehenden 
Ringwege /^ und Z, 
(Fig. 9) ersetzt, von 
denen l^ nur den einen 
Verzweigungspunkt a, l^ 
nur aa umschliefst. 

Jeder Ringweg end- 
lich, der die 3 Ver- 
zweigungspunkte a, aaj 
a^a umschliefst, per- 
mutiert 8j^ und 8^. — 
Es wird sich später*) 
ergeben, dafs der un- 
endlich ferne Punkt 
z^=oo der ;?- Ebene ebenfalls ein Verzweigungspunkt von s 
ist, ein Resultat, dafs sich übrigens ohne Schwierigkeit auch 
aus Satz 11^) § 3 ableiten liefse. 

Beispiel lU») Sei 

8^ — {z — a^)(z — a^)... {z—a2q^i) = 0. 

Die Funktion 8 ist zweiwertig und besitzt, wie eine 
Wiederholung der Betrachtungen des vorigen Beispiels 
ergiebt, einfache Verzweigungspunkte an den Stellen 
z = a^, «2, • . . «gg-i-i. Dazu kommt noch, wie in Beispiellip) 
ein Verzweigungspunkt im Unendlichen. 

Ringwege in der 2?-Ebene permutieren die 2 Wurzeln 
«j^, «3 oder führen jede Wurzel zu ihrem Anfangswerte zurück, 
je nachdem sie eine imgerade Anzahl 1, 3, . . • 2^ -f~ 1^ ^^^^ 
eine gerade Anzahl 0, 2, ... 2 9 der Verzweignngspunkte 
a^j a^ ... »29-1-1 umschlief seu. 



Fig. 9. 



•) Ans Satz mo) § 5). 
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Beispiel IV^) Sei 

Die durch diese Gleichung definierte algebraische 
Funktion s ist dreiwertig. Bezeichnen s^y s^, «, ihre Werte 
für ein gegebenes Zy und ist 

_ l/ (g — gJC^ — Oa) 

wo die dritte Wurzel den in der Arithmetik gebräachlichen 
Sinn hat, so süid s^ und s^ gegeben durch 

Oä ^^^ CK • ö« • 

WO a wieder die dritte Einheitswurzel a = ^ + -5- V^ 

bedeutet. — Führt man Polarkoordinaten eiu: 

z — ttj = r^ . «<^, z — a^=r^ .VVi, 

80 wird 

und wieder «, = a »j, «, = c* »j. 

Die Funktion « besitzt Wurzelkoincidenzen in den 
Punkten «j, a^ ; dort wird «j = «^ = «g = 0. Ebenso findet 
Eoincidenz statt in den Punkten b^y b^\ dort wird 
^j = «j = «g == 00. 

Bezüglich der möglichen Ringwege / unterscheiden wir 
folgende Fälle: 

1?) / umschliefst keinen der Tier V erzweigungspunkte : 
alle Wurzeln kehren zu ihrem Anfangswert zurück. 

2?) l umschliefst den einen Yerzweigungspunkt a^ : 
beim Durchlaufen von l in positiver Richtung, d. h. in der 
Richtung der wachsenden Winkel, wächst 9^ um 2 tt, wäh- 
rend 9>„ 1^^ und t//^ ^^^ Anfangswerte wieder erreichen. 
1 führt daher 
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8. über in f ' * 1 .e 

und «, in a, = «,, «g in o «g = a* «^ = ä^. 

Der Ringweg l permutiert also b^s^s^ cyklisch in «g^g^i** 
Die gleiche cyklische Permutation b^ b^ b^ von b^ b^ b^ bringt 
jeder Ringweg hervor, der nur a, umsohliefst. 

3?) 2 umschliefst nur den Verzweigungspunkt 6^ : durch- 
läuft z diesen Ringweg in der Richtung der wachsenden 
Winkel, so wächst %p^ um 27r, während (p^^ qp,, ifj^ wieder 
ihre Anfangswerte erreichen. Es geht dann also 

B^ tlber m B^.e ^ = o* . «^ = «, , 

und analog b^ in a®«, = «j, «g in a*«g=«2. 

Der Ringweg l permutiert also b^ «, b^ cyklisch in «g «^ b^^ 
Die gleiche Fermutation bringt ein in der Richtung der 
wachsenden Winkel durchlaufener Ringweg hervor, der nur 
den Verzweigungspunkt h^ umschliefst. 

Ebenso ergiebt sich, wenn wir uns die Ringwege immer 
in positiver Richtung durchlaufen denken: 

4?) Ein Ringweg um a^ und a^ permutiert b^s^b^ 
cyklisch in «g s^ b^ ; ein Ringweg um a^ und h^ führt jede 
Wurzel zu ihrem Anfangswerte zurück, und ebenso jeder 
Ringweg um a^ und 63, oder um a^ und 63, oder a^ und b^ 
oder um sämtliche vier Verzweigungspunkte «i, «2? ^1» ^a- 
Analog läfst sich die durch einen Ringweg um b^ und b^ 
oder um je drei Verzweigungspunkte hervorgerufene Per- 
mutation von 8| «2 «g bestimmen. 

Zum Schlufs wollen wir noch an einem Beispiele nach-r 
weisen, dafs Eoincidenzpunkte nicht notwendigerweise Ver- 
zweigungspunkte p sind. 

Beispiel V?) Sei «» -f- ^8 — 1 = 0. 

Die Funktion b ist dreiwertig. Bezeichnen «|, «g, b^ ihren 
Wert für ein bestimmtes ^, und setzt man 
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80 ist 8^=a8^, 

«3 = a« 8^. 

Durch Einftthnmg yod Polarkoordinaten: 

z — 1 = r^L . «<9i, 
z — a = r^ .«•>•, 
z — a^ z=z r^ , e**P*j 

wird hieraas: 

1 1 

^"q" -T(fi + f* + 9>i) 

und wieder «g = a«^, 8^ = a^8^, 

Eoincidenzen zwischen s^^a^jS^ finden statt in den 
Punkten z = ly a, a\ Wiederholt man die Betrachtungen 
des vorigen Beispiels, so ergiebt sich: 

1 ?) Bingwege, die keinen der drei Verzweigungspunkte 
umschliefsen, führen jede Wurzel zu ihrem Anfangswerte 
zurück. 

2?) Bingwege, die nur einen der drei Verzweigungs- 
punkte umschliefsen, permutieren s^^a^s^ cyklisch in s^s^s^y 
wenn sie von den Variabelen zia der Bichtung der wachsenden 
Winkel durchlaufen werden. z=^l, a, a* sind daher Ver- 
zweigungspunkte. 

3?) Bingwege, die zwei Verzweigungspunkte umschliefsen, 
und in der Bichtung der wachsenden Winkel durchlaufen 
werden, permutieren Sj^s^s^ cyklisch in s^a^s^, 

4?) Bingwege, welche die drei Verzweigungspunkte um- 
schliefsen, führen jede Wurzel zu ihrem Anfangswerte zurück. 

Wir untersuchen nun auch noch das Verhalten von a 
für z = co. Zu dem Zwecke setzen wir: 

_ 1 _ 1 
wodurch die Grundgleichung in 

ä'«(;2'8_1)_ä'8=0 



30 I- 1^6 algebraiBohe Grandgleichang. 

übergeht, und iintersaohen a' als Funktion von z' tttr / = 
(z= oo). — Es ist zunächst 

«1 = = g — , «2 = « «1 j «8 = ö «1 



« 



1 



V-?'«— 1 



a a* «• 



*1 *2 *1 *8 



oder «2 = — = — I *s = 

Für -ff' = wird «J = «g = 4 = undj daher «^ = «, 
= «3 = 00. Für z = oo findet also Wurzelkoincidenz statt. 
Führt man aber Polarkoordinaten ein: 

z' = r. e% 
z'—l =r^.e»% 
z' — a = rje*^, 
z* — a* = rg e»>, 

so dafs z. B. «{ sich schreiben läfst in der Form: 

"3" y (5^1 +^2 +9^3) 

(^1^2^8) •« 

80 erkennt man sogleich: durchläuft z^ einen Bingweg, der 
z*=Q umschliefst, aber «'= l,a,a* ausschliefst, so erreichen 
9),,y2,qpg wieder ihre Anfangswerte, während gp sich um 
2 7t ändert. 8[ und ebenso ^ und $3 kehren daher auf einem 
solchen Bingweg zu ihren Anfangswerten zurück. Also führt 
auch ein Bingweg von ^ um 2: ^ 00 jede der drei Wurzeln 
*i 7 *2 ) *8 2JU ihrem Anfangswerte zurück. Der Punkt 2; == 00 
ist daher für « ein dreifacher Punkt ohne Verzweigung. 

Dieses Besultat liefse sich auch aus Satz II?), § 3 ab- 
leiten. 



§ 5. Bestimmnng der Wnrzelkomcidenzen. 

Soll die durch die Grundgleichung: 

19) i^(sJ) = 9o-«~ + yi «"-' + • •• + yn=0 

definierte algebraische Funktion 8 von z genauer untersucht 
werden, so ist es unbedingt notwendig, zuerst die Zahl, Lage 



§ 5. Beatimmiing der Wnrselkoinoideiisen. 31 

und Natur ihrer Yerzweigimgspankte za bestimmen. Da 
aber Yerzweigungspunkte nnr dann auftreten können, wenn 
zwei oder mehr Wurzeln 8 von I?) für dasselbe z gleiche 
Werte annehmen (koincidieren), so mufs der Bestimmung 
der Yerzweigungspunkte die der Wurzelkoincidenzen voraus 
gehen. 

Die Grnndgleichung I?) besitzt gleiche Wurzeln nur ftlr 
diejenigen Werte von Zj die neben I?) auch die Gleichung 

n?) ^^=nfpo.8^-^-\-{n — l)(p^Q^'^-\-...^(pn-i = 

befriedigen. Eliminiert man s zwischen I?) und 11?), so er- 
giebt sich eine Gleichung ftlr Zy deren Wurzeln die Eoinci- 
denzen liefern. 

Übersichtlicher läfst sich diese Elimination in folgender 
Weise vornehmen. Bezeichnet man die Polynome der 
Gleichungen I?) und 11?) kurz mit -Pund -P, so verschwindet 
bei gleichzeitigem Yerschwinden von F und F' auch das 
Polynom : 

m?) F^ = nF—8.F'. 

Man erhält die Wurzelkoincidenzen also auch, wenn man s 
aus den Gleichungen 

1?) F' = nq>^8^-^-\-... + q>n-i=0, 

2?) F^ = (p^. «~- 1 + 2^3 . «~'-2 ^ . _ _|_ ^y^ = 

eliminiert und die sich ergebende Resultante nach z auflöst. 
— Diese Resultante ergiebt sich am einfachsten nach der 
Sylvestefschen*) sogenannten dialytischen Eliminations- 
methode in Determinantenform. 

Wir multiplizieren die Gleichung 1?) der Reihe nach 
mit «~-2^ gn-s^ — s^go^ ^Q Gleichung 2?) ebenso, und sehen 
die so entstehenden 2(n — 1) Gleichungen an als Gleichungen 
mit den 2 (n — 1) Unbekannten ä^^-^, ««•»-*, . . . «, 8^. Die 
Resultante dieser Gleichungen läfst sich schreiben in der 
Form: 



*) Sylvester, Philosophicai Magazine f. 1840. No. 101. 
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3?)I>= 



ng>Q («-l)qpi (n-2)y, ... 29)n-2 9«-i 0... 
ng>Q (n-l)qPi 2(pn-.2 9»-i 0... 



... nq>Q {n'l)g>^ (n'2)g>^ g>n-i 

Sqpg ...(n-l)y«.i «qpn 0... 

2?), (n-l)?)».! nqp„ 0... 









<P1 


2y, 





9»! 



... 7>i 29)3 39)3 ng>f^ 

Diese Determinante Z? heifst dieDiscriminante der Grand- 
gleichung F = 0. Fttr dieselbe gilt der aus der Algebra 
bekannte 

8,z) = hat dann und 
nur dann mehrfache Wurzeln, wenn ihre Dis- 
criminante D verschwindet. 

Will man daher die Wurzelkoincidenzen von F=0 
ermitteln, so berechne man D und löse die Gleichung 2> = 
nach z auf. Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Werte 
von Zj für die zwei oder mehr Wurzeln s^ . . . «» von F=0 
einander gleich werden. 

Beispiel: Die Grundgleichung heifse: 

8z8^-\-3(l— z) 8-^(1— z) = 0. 

Die Discriminante D dieser Gleichung lautet, in Determi- 
nantenform geschrieben: 



D 



24:Z 

24:Z 

6(1—2) 







3(1-2) 




3(1-2) 


3(1-2) 

6(1—2) 3(1—2) 

oder, wenn wir entwickeln und von einem Zahlenfaktor 
24.108 absehen: 

2> = 2(1— 2«)(2+l). 

Es finden also Wurzelkoincidenzen statt für 2= — 1, 0, -j-1. 

(n m\ 
5, zj = 0, 

in der mindestens ein Koeffizient q> bis zum Grade m in 2 
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ansteigt, ist, wie die Determinantenform derselben zeigt, in z 
höchstens vom Grade 2m(n — 1). Bezeichnet man daher 
als einfache Koincidenz eine solche, bei der nur zwei 
gleiche Wurzeln, und nicht mehr als 2-gliedrige Gruppen 
gleicher Wurzeln oder mehrere Paare gleicher Wurzeln auf- 
treten, so gilt der 

S&tZ 11?) Die Anzahl der einfachen Wurzelkoinci- 
denzen einer Gleichung 

beträgt höchstens 2m (n — 1). 

Bemerkung: Ist das Polynom F m % und z homogen 

und vom Grade n, so haben 9)^, 9>i} 9>27 * ** 9^» ^ ^ ^^^ 
Grade 0, 1, 2, . . . w. Die Discriminante D ist dann in z 
vom Grade n{n — 1). 

Das in Satz I?) aufgestellte Kriterium ist insofern un- 
vollständigy als es, streng genommen, nur die im Endlichen 
liegenden Wurzelkoincidenzen liefert. Will man prüfen, ob 
auch für 2: = 00 Koincidenzen auftreten, so hat man nur die 

unabhängige Variabele z zu ersetzen durch -7- und f tlr die 

z 

neue Gleichung in s und z* die Discriminante zu bilden. 

Hat letztere den Faktor y, so hat die ursprüngliche Gleichung 

Wurzelkoincidenzen für « = 00. — Einfacher läfst sich jedoch 

diese Frage auf folgendem Wege entscheiden. 

Statt in der ursprünglichen Gleichung F=0 zuerst 

^ = —7- zu setzen, die Discriminante der neuen Gleichung 

in B und z* zu bilden und dann 2r'= werden zu lassen, 
kann man auch die Gleichung JP = zuerst durch ^^ 
dividieren, von der neuen Gleichung 

die Discriminante D^ 

Lsndfriedt, Theorie d. algebr. Funkt 3 
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bilden und darin 2; = oo setzen. Da nun 

1 ^2 m (n - 1) 

ist, so wird I)^ stets und nur dann Null für 2::= 00, wenn 
der Grad von 2? in 2; kleiner als 2m(n — 1) ist. Dies 
liefert den Satz: 

Satz III?) Für z = oo findet Wurzelkoincidenz statt 
oder nicht, je nachdem der Grad von 2> in 2: 
kleiner oder gleich 2m (n — 1) ist. 

Beispiel 1?) Die Discriminante von 

8;&«3 + 3 (1 — r) « + (1 — ^) = 

ist in z vom Grade 4:=^2m(n — 1). Im Unendlichen findet 
daher keine Wurzelkoincidenz statt. 

Beispiel 2?) Die Gleichung 

8^—Sz^8 4- 2z^— 2iz^ {z — iy= 0, 

für welche w = 3, m = 4, also 2m {n — 1) c=: 16 ist, hat die 
Discriminante: 

3 —3z^ 

3 —3^* 

—6z^ s[2z^—2iz\z—i)^] 

— 6ä« 3[2z^—2iz\z—ty] 



D = 
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oder entwickelt: 

D = — 324^^ (z — ly {z^— 1). 

Diese Discriminante ist in z vom Grade 8 < 2 m (n — 1) ; 
im Unendlichen findet daher Wurzelkoincidenz statt, was 

sich auch leicht durch die Substitution s = —f-, z = -y 
ergiebt. Für z=qo oder z'=0 iBt * ^ 

s[ = «2 = 4 = 0, d. h. «i = «2 = «3 = 00. 

Die Discriminante D, die wir am Anfang dieses Para- 
graphen in Determinantenform ausgedrückt haben, läfst sich 
auch in einer in den Wurzeln «j , . . . «n der Grundgleichung 
F=0 symmetrischen Form darstellen. — Es ist D diejenige 
Funktion der Koeffizienten q>Q, (f^ - • - <Pn von F= 0, deren 
Verschwinden ausdrückt, dafs diese Gleichung gleiche W urzeln 
hat oder dafs F=0 und F'=0 gemeinsame Wurzeln 
habeil. Verschwindet i>, so wird daher auch das Produkt 
F' («J . F' («2) ...F' (sn) ^ 0. Wird umgekehrt dieses Pro- 
dukt gleich 0, so haben F = und -F' = gemeinsame 
Wurzeln, und es verschwindet auch die Discriminante D. 
Es gilt daher der 

SfttZ IT?) Die Discriminante I) der algebraischen 

Gleichung f(8,z) = ist bis auf einen Yon8^...8n 
unabhängigen Faktor identisch mit dem Produkt 



wo F'(8,) = (^) ist. 



Um diesen Faktor seinem wesentlichen Bestandteile 
nach zu bestimmen, bezeichnen wir mit a^, a^ . . . a^ die 
symmetrischen Wurzelfunktionen: 

S =*i *2 + • • • +*«-i^«=+'7i^? 

^0 



««= «1 «» «« = (—1)» ^, 



3 



* 
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nnd setzen die tiieraus sich ergebenden Werte 

von g>iy(Pf'<Pn iii den Determinantenansdrnck yon D ein. 
Dies giebti^ 

Die hier auftretende Gröfse H ist eine ganze Funktion der 
symmetrischen Wurzelfunktionen a^ , . . . a« , also selbst wieder 
ganze, symmetrische Funktion von «_ . . <« iind mufs, ebenso 
wie i>, verschwinden, so oft zwei Wurzeln einander gleich 
werden. Als ganze Funktion der Wurzeln mufs sie daher 
durch jede Wurzeldiflferenz («< — «») (t, A = 1, 2 . . . n, i z^ k) 
teilbar sein. Als symmetrische Funktion der Wurzeln mufs 
sie jede Wurzeldifferenz zweimal als Faktor enthalten. Es 
ist daher Hj bis auf einen von den Wurzeln unabhängigen, 
konstanten Faktor (7, gleich dem Quadrat der sogenannten 
alternierenden Funktion der Wurzeln: 

(P = («1 — 8^) («1 — «a) . . . («1 — «n) 

(«2— «8)---(««— «») 



(«n-1 — ««), 

d.h. 

4?) -0= C.q>Q^''-\0\ 

Bertlcksichtigt man andererseits, dafs 

-^W = Vo (ßl—h) (h—h) •••(«! — ««)? 
P'M = 9o(«9 — *l) K —h) • • • ih — ^n)j 

P'M = 9>o(^n—h) l*n — ««) . . . («n— «n-l), 

und daher 

ist, so erhält man für D den Ausdruck: 

5?) D = C.{—l)\^'^^"'K<p--KF\8,).F\8,)...F^{s^), 

wo C eine von s. , «^ • • • ^n nnd z unabhängige, konstante 
Gröfse ist. — Aui die Bestimmung des Zahlenwertes von C 
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gehen wir hier nicht ein, da dieser Wert im folgenden keine 
Bolle spielt. 

Wir wollen nun noch zeigen, wie man im Falle ein- 
facher Eoincidenzen mit Hilfe von D die koincidierenden 

Wurzeln von F \s^ z) = bestimmen kann , ohne diese 
Gleichung aufzulösen. 

Zu dem Zwecke schicken wir einen algebraischen Satz 
voraus. Es sei 

g) (sjz) == a^ 5« -|- ttj s«-^-|- . . . + ^« = 

eine algebraische Gleichung, «^ . . . «, ihre Wurzeln, D ihre 
Discriminante. Wir bilden das Produkt 

{8 — o).q> (s, z) = a^ s«+i -(- . . . 

und betrachten die Discriminante D^ desselben. — Nach 

4?) ist: I)^=C^.al^.^^, 

wo Cj eine Eonstante und <2>i die alternierende Funktion 

^1 = (<^— «i) (^— ««) • • . (<y— «g) 

(«1— ««)•••(«!— ««) 



(««-1—««) 

der Wurzeln a, ä, , «^ . . . Sg von {s — o) .g) («, z) = bezeichnet. 
Berücksichtigt man nun, dafs 

^1 = (öT— «i) (<^— «a) '''(o — 8^).0 

ist, wo ^ die alternierende Funktion der Wurzeln von qp=0 
bedeutet, so erhält man sogleich aus 4?) 

c,.ai^.^\n{(j—s,y 

1)^ x = l 



oder 

6?) I>^=y^D.alTl{o—s;)\ 

«■■1 
wo y eine Eonstante ist. 
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Da aofserdem 

xrzl 

ist, so liefert 6?) den 

SA(Z Y?) Die Diseriminante von (s — a).ip(8,z) ist, 
von einem numerischen Faktor abgesehen, 
gleich (piOjzy mal der Diseriminante yonq>(8jZ). 

Wir nehmen nun an, die Diseriminante D von 

verschwinde ftlr ein bestimmtes z und es sei 8^ = 8^ = (t 
die zweimal vorkommende Wurzel; letztere ist dann auch 
Wurzel der Gleichung 

r («, z) = 1/;, «» + 1/;, 5» - 1 + . . . + V/n = , 

wofern zwischen den tp die eine Beziehung 

stattfindet. Unter dieser Voraussetzung ist, wenn k einen 
beliebigen Parameter bedeutet: 

F-^ l . ¥= (8—a) [{s — a) . ß («) + A . R^ («)] , 

und die Diseriminante J von F-\-l¥ daher, nach Satz V^), 
teilbar durch A'. Andererseits ist aber auch 

Da nach Voraussetzung D = ist, und J, wie eben be- 
wiesen, durch A* teilbar ist, so mufs der Koeffizient von 
l in J ebenfalls verschwinden, d. h. es ist 

^9Po ^^ Ö9>i Ö9)n 

Diese Beziehung mufs mit der einen zwischen xpQ...xpn 
vorausgesetzten Relation 79) identisch sein; es sind daher 
die partiellen Differentialquotienten 

bP bP bP 
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resp. proportinoal zu o", o""^, ... 1, d. h. man findet 
den Wert von a dnrch Division zweier airfeinander folgenden 

Diflferentialquotienten aus der Reihe -r^ , ...j-^;^ . Wir 

können somit den Satz aussprechen: 

SfttZ TI?) Besitzt die algebraische Gleichung 

F (I, r) = (po 5» + 9), «» - 1 + . . . + qpn = 

ftir ein bestimmtes z zwei koincidierende 
Wurzeln «^ = «j = cr, so ist allgemein: 

bD bD 

bg)v ' bq>y^x 

Hat die Gleichung F=0 fttr ein gegebenes z mehr 
als zwei gleiche Wurzeln, so führt die im vorigen Satze 
mitgeteilte Regel nicht mehr zum Ziele. Wir gehen hierauf 
nicht näher ein und geben nur noch eine Anwendung des 
Satzes VI?) auf ein spezielles Beispiel. 

Beispiel. Die durch die Gleichung 

s^ — 3z^8-^2z^ — 2iz^(z — i)^ = 

definierte algebraische Funktion s hat, wie ihre Discriminante: 

D = — 324:.z^{z — ty {z^ — 1) 

zeigt, eine Wurzelkoincidenz für z=l. Einer der an dieser 
Stelle stattfindenden Wurzelwerte ist = -|- 2, ein anderer 
= — 1 ; die Wurzelkoincidenz ist daher eine einfache. Um 
zu entscheiden, welcher der zwei Werte + 2 und — 1 an 
der Koincidenz teilnimmt, entwickeln wir D nach den 
Koeffizienten q>o=l^ 9Pi=0, qp2==— 3^^ qpg^^^:*— 2z2r^(;2;— i)*; 
es ergiebt sich: 

D = 81 (plcpl-{- 12 (p,(pl 
bD bD 2(pl __ 



Fttr 2=1 hat also die obige Gleichung die Wurzeln : 

-1,-1,4-2. 
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§ 6. Reibenentwickelnng der Wurzeln. 

Es ist bekannt, welche grofse Rolle in der Theorie der 
einwertigen Funktionen einer komplexen Variabelen z die 
Reihenentwickelnng dieser Funktionen spielt. Es drängt 
sieh daher von selbst die Frage auf, ob es nicht möglich 
ist, auch fttr die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
Beihenentwickelungen analoger Art aufzustellen. Die Frage 
ist bejahend zu beantworten; die Reihenentwickelungen ge- 
stalten sich jedoch etwas anders als bei den einwertigen 
Funktionen, und zwar infolge des Auftretens von Ver- 
zweigungspunkten. 

Bezeichnet z = a irgend einen Punkt der komplexen 
Zahlenebene, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

I?) Ein Ringweg, der in unmittelbarer Nähe um z=a 
herumläuft, führt jede Wurzel zu ihrem Anfangswerte zurück. 
In diesem Falle verhält sich jede Wurzel 8 in der Umgebung 
von 2; =: a, wie eine einwertige Funktion, und läfst sich 
demgemäfs entwickeln in einer Reihe von der Form: 

1?) 8 = 2C^.{z — aY, 

wo die X ganze Zahlen bedeuten. Wird eine oder mehrere 
Wurzeln unstetig für ^ = a, so treten in den Reihen- 
entwickelungen dieser Wurzeln negative Exponenten x in 
endlicher Anzahl auf. 

n?) z = a ist ein Verzweigungspunkt, und ein in un- 
mittelbarer Nähe um -2: = a herumlaufender Ringweg per- 
mutiere in cyklischer Weise die q Wurzeln s^. ..Sy . . .Sq, 
Führt man eine neue unabhängige Veränderliche z' ein mit 
Hilfe der Substitution 

z — a = z^j 

so beschreibt die frühere Variabele z n Umläufe um den 
Punkt z=a^ wenn z den Punkt z' =Q einmal umkreist. 
Da aber n aufeinander folgende Umläufe von z jxm z^= a 
jede Wurzel wieder zu ihrem Anfangswerte zurückführen, so 
folgt : die Wurzeln «^ . . . «^ sind, als Funktionen von z^ auf- 
gefafst, in der Umgebung des Punktes e' = einwertig, 
lassen sich also entwickeln in einer Reihe von der Form : 



X 
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Geht man wieder zur ursprünglichen Variabelen z 
znrttck, so erhält man für b^,..%^ die gemeinsame Ent- 
wickelnngsform : 

X 

2?) i = XC,.(z—a)^. 

Die in 29) auftretenden Koeffizienten Cj^ haben dieselben 
Werte in den Entwickelungen der q Wurzeln, die den 

^-gliedrigen Cyklus bilden. Ist a = e ^ und r einer der 

^ Werte von {z — a)?, so erhält man aus der für den ganzen 
Cyklus gültigen Entwickelung 2?) fttr die einzelnen Wurzeln 
dieses Cyklus die Entwickelungen: 

XXX X 

Werden in z = a die q Wurzeln «^ . . . «^ unstetig, so 
treten in den Reihenentwickelungen dieser Wurzeln negative 
Exponenten x in endlicher Anzahl auf. 

Für diejenigen Wurzeln, die durch einen Umlauf von z 
um den Verzweigungspunkt z = a wieder zu ihrem Anfangs- 
wert zurückgeführt werden, gelten wie im Fall I?) Ent- 
wickelungen von der Form: 

wo möglicherweise wieder negative Exponenten x in end- 
licher Jüizahl aufiireten. 

Alle EIntwickelungen von den Formen 1?) oder 2?) haben 
ihr besonderes Eonvergenzgebiet. Denkt man sich in der 
2r-Ebene alle singulären Punkte (Unstetigkeitspunkte und Yer- 
zweigungspunkte) von s markiert und um z = a als Mittel- 
punkt einen Kreis K beschrieben, dessen Peripherie durch 
den 2 = a am nächsten liegenden singulären Punkt geht, so 
ist die für irgend eine Wurzel s^ gültige Entwickelung, sei 
sie nan von der Form 19) oder 29), innerhalb K konvergent» 
Beicht die Konvergenz der Entwickelung über K hinaus, so 
können die auf K liegenden Singularitäten keine Singu- 
laritäten von «V sein. 

Kennt man den Wert, den eine Wurzel s^ einer alge- 
braischen Gleichung in einem nicht singulären Punkte z = a 
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der e-Ebene besitzt, so läfst sich mit Hilfe der Reihen- 
entwickelang von s^ in der Unigebnng dieses Punktes der 
Wert berechnen, den s^ erreicht, wenn der Punkt z auf einem 
Wege, der allen Singularitäten von «, ausweicht, von z = a 
nach einen Punkt zr=b geht. Das Verfahren, das von 
Puiseux herrührt (Puiseux-Fischer: Untersuchungen über 
algebraische Funktionen, p. 17 — 18), ist genau dasselbe, das 
auch bei den einwertigen Funktionen benutzt wird. Es liefert 
die stetige Fortsetzung von v 

Die in diesem Paragraphen für die Wurzeln einer al- 
gebraischen Gleichung nachgewiesenen Formen der Reihen- 
entwickelung in der Umgebung eines Punktes z = a sind 
von gänzlich verschiedener Art, je nachdem der Punkt z = a 
ein Verzweigungspunkt ist oder nicht. Ist z = a für eine 
Wurzel 8y kein Verzweigungspunkt, so schreitet die Ent- 
wickelung fort nach ganzen Potenzen von z — a. Ist 
2; = a ein Verzweigungspunkt von der Ordnung p, und s^ 
eine der Wurzeln des zugehörigen ^-gliedrigen Gyklus, so 

schreitet die Ent Wickelung von s^ fort nach ganzen Po- 

i 

tenzen von {z — a)?. Dieser wesentliche Unterschied in 
der Form der Reihenentwickelung kann hinwieder dazu 
dienen, um zu untersuchen, ob ein Punkt, in dem mehrere 
Wurzeln koincidieren, ein Verzweigungspunkt ist und von 
welcher Ordnung derselbe ist, oder ob er ein mehrfacher 
Punkt ist, ohne Verzweigung. Gelingt es, für einen Wurzel- 
koincidenzpunkt z = a die Entwickelung der daselbst gleich 
werdenden Wurzeln wenigstens in ihren Anfangsgliedem 
festzustellen, so liefern uns die Exponenten von z — a so- 
gleich Aufschlufs über die Natur des Punktes z = a. — Im 
nächsten Paragraphen soll eine Methode dargelegt werden, 
um wenigstens die Anfangsglieder dieser Reihenentwickelungen 
zu bestimmen. 

§ 7) Bestimmnng der Reihenentwickeluiigeii 

nach Pniseux. 

Die im Folgenden auseinanderzusetzende Methode ist 
zuerst ausführlich behandelt worden von Puiseux (Puiseux- 
Fischer, 2. Teil, p. 24 ff.) und reicht in ihren Grundzügen bis 
auf Newton zurück. 
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Im Punkte -? = a mögen x Wurzeln s von F ys, z) = 
gleich a werden. Setzen wir dann 

so erhalten wir 

«_[_,', a-\-z') =0, 

oder, da i^V«, aj = ist: 

1?) ZSAfgZ'f8'9=0. 

^ f 9 ^^ 

Wird z = a^ also / = 0, so werden nach Voraussetzung 
X Werte von « gleich a, also x Werte von «' gleich Null. 
Die Gleichung 1 ?) mufs daher Glieder enthalten, die von / 
unabhängig sind, nicht aber von s', und die niedrigste 
Potenz von «', die in diesen Gliedern vorkommt, ist «'*. 
Umgekehrt mufs, wenn «' = wird, auch einmal z' = Q 
werden, d. h. die Gleichung 1 ?) mufs auch ein oder mehrere 
Glieder aufweisen, die von s unabhängig sind und z* ent- 
halten. Glieder ohne s und / kommen in 1?) nicht vor. 

Es sind nun 2 Fälle zu unterscheiden: 

FaH I^) Die niedrigste, in den von 8* unabhängigen 
Gliedern von 19) vorkommende Potenz von z' 
sei die erste Potenz. 

Dann hat 1?) die Form: 

IA.z -\- Glieder mit höheren Potenzen von z* 
+ 5..'^+ « . „ „ „ s 

-j- Glieder mit «' und z'=Q. 

Setzt man hierin 

60 geht. 29) über in 

(^ + 5 1;*) ij« -f- Glieder mit dem Faktor ??«+i = 0, 
oder, nach Division durch rfy in 

^4"^^*+ Glieder mit dem Faktor ?? = 0. 
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Unsere Aufgabe besteht nan darin, die Gröfsen v und i; 
zu berechnen, und zwar wird es, wenn wir nur die Anfangs- 
glieder der Entwickelung von s haben wollen, genügen, die 
angenäherten Werte yon v und rj zu bestimmen. 

Fttr z = a wird z = 0, also auch ij = 0. In der un- 
mittelbaren Nachbarschaft von z = a , d. h. von ij = ist 
daher angenähert: 

39) A-\-'Bv^=0. 

Diese Gleichung liefert, da A und B:^Q sind, x end- 
liche Werte ftlr v, nämlich die x Werte der Wurzel 



V- 



B' 
Bezeichnet v^ einen der Werte dieser Wurzel, so ist 

2ni 



2ni 



2ni 



und, in erster Annäherung: 



1 



9x^='^X''rj = vx.z' , (A = 1, 2 . . . x). 
Durch einen positiven Umlauf von z' um 2^' = geht 

2?"" über in z'^'.e '' und 

Die X Wurzeln «^ (A = 1, 2 . . . x), und ebenso die im 
Punkte z = a koincidierenden Wurzeln s^ . . . «« bilden daher 
einen x-gliedrigen Gyklus; wir haben somit den 

SfttZ V) Hat die niedrigste Potenz, zu der z' in den 
von « unabhängigen Gliedern der Gleichung 1?) 
vorkommt, den Exponenten 1, so ist der Punkt 
z=a ein Verzweigungspunkt von der Ordnung x; 



2^ 



§ 7. Bestimmnng der Beihenentwickelangen nach Poiseox. 45 
die dort gleichen Wert erlangenden x Wurzeln 

(n m\ 
8^z} = bilden einen 
einzigen x-gliedrigen Wurzelcyklus. 

Fftll II j Die niedrigste Potenz, zn der z' in den von 

8* unabhängigen Gliedern von 19) vorkommt, 
sei z\ wo Ä;> 1 ist. 

Die Gleichung 1?) hat dann die Form 

= A.z^-\- Glieder mit höheren Potenzen von z\ 

+ 2^' ^2:Är,zys'9^2:2:Bf9^''s'^, 

r=i 9=1 f 9 

wo in der letzten Doppelsumme / und g nur Werte an- 
nehmen können, die ^k resp. ^^x sind. 

Da wir nur darauf ausgehen, die ersten Glieder in der 
Entwickelung von «' nach Potenzen von z' zu ermitteln, ver- 
nachlässigen wir in 2^ die Glieder höherer Ordnung und 
erhalten die Gleichung 

k— 1 X — 1 
f=z\ g=\ 

Berücksichtigt man, dafs die Entwickelung von s nach 
Potenzen von z' allgemein von der Form 

ist, wofür man auch folgende Reihe von Gleichungen 
schreiben kann: 

^3= ^'"» (Cg + Cs), U. S. W., 

so sieht man sogleich, dafs unsere Aufgabe darin besteht, 
mit Hilfe der Gleichung 2^) die Gröfsen iWi,i"2>i"87-"?^i>^2?^8v 
zu bestimmen. Die zu dieser Bestimmung führende Methode 
Puiseux's besteht wesentlich in Folgendem. 

Mit Zugrundelegung eines rechtwinkeligen Koordinaten- 
systems (Fig. 10?) denkt man sich jedes einzelne Glied des 
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Fif. 10. 



GrIeiebiiBgspolynoing 2^) repräsentiert durch einen Punkt P 

mit Koordinate die den Exponenten von z' und s' in diesem 

Gliede gleich sind. 
Einem Gliede ^,^/*«'* 
würde auf diese Weise 
ein Punkt mit der Ab- 
scisse /=4: und der 
Ordinate gr = 5 ent- 
sprechen. Die Punkte 
K und L sind die Re- 
präsentanten von Az*^ 
und S«'\ 

Um Cj und ^u^ zu. 
tf bestimmen, setzen wir 
nun 2°) in erster An- 
näherung : 

so dafs ein beliebiges Glied AfgZ^fs^ von 2^) nunmehr 2^ 

zur Ordnung f^^g -\-f enthält. Denken wir uns durch den 
dieses Glied repräsentierenden Punkt P mit den Koordinaten 
f^g eine Gerade gelegt, welche die Ordinatenachse 6? 
unter einem solchen Winkel (p trifft, dafs tang9) = ju^ ist, so 
schneidet diese Gerade auf der Abscissenachse OF ein Stück 

OÄ = jWj^-[-/ ab. Bedeutet femer -4^y/^' «'*' ein anderes 
Glied von 2J), das nach Ausführung der Substitution 
«' = c^ -2'"» in z* vom Grade (x^ g' J^ f = f,i^g -\- f ist, und 
denkt man sich durch den dieses Glied repräsentierenden 
Punkt P' mit den Koordinaten /', g' eine Gerade so gelegt, 
dafs sie mit 06? einen Winkel ip' bildet, dessen Tangente 
ebenfalls gleich ju^ ist, so ist q/ = q> und die Gerade 
schneidet auf F ein Stück i^i ^' +/ = i^i ^ +/ ab. Diese 
letztere Gerade fällt also mit der ersteren durch P gehenden 
zusammen. Alle Glieder von 2^), die nach Ausführung der 

Substitution 8*=^c^z^f^^ in z von demselben Grade sind, 
werden daher durch Punkte P repräsentiert, die auf einer 
und derselben Geraden liegen. Da ferner die Gleichheit 

l^i9-\-f=l^ig'+f 
bei gleichem /u^, f\lr f<^f nur bestehen kann, wenn^''^«^ 
ist, so mufs eine solche Gerade sowohl die positive Ab- 
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scissen — als die positive Ordinatenachse schneiden, also 
von der positiven /-Achse nach der positiven ^- Achse ansteigen. 

Vom Punkt L ausgehend, denken wir uns nun eine 
Gerade, die zuerst mit L zusammenfäUt; wir drehen 
dieselbe um X in der der Drehung der Uhrzeiger entgegen- 
gesetzten Richtung, bis sie zum erstenmale einen der 
Punkte P triflFt; hierauf drehen wir sie durch den letzten 
Punkt, der in ihrer Richtung liegt, etwa P^-, bis sie zuerst 
wieder durch einen anderen Punkt P geht, und so fort, bis 
wir schliefslich zu einer Geraden kommen, die durch K geht. 
Auf diese Weise entsteht ein polygonaler Linienzug, der 
seine konvexe Seite dem Eoordinatenanfangspunkt zukehrt. 
Die einzelnen Stücke dieses Zuges nennen wir die Seiten 
desselben. Jede Seite beginnt und endigt mit einem 
Punkte P, und aufserdem können auf ihr noch weitere 
Punkte dieser Art liegen. — Es gilt nun offenbar Folgendes : 

1?) 11^ kann soviel Werte annehmen als der Polygonzug- 
Seiten hat; 

2?) der einer Seite entsprechende Wert von ju, ist die 
Tangente des Winkels, den diese Seite mit der Achse 
G bfldet; 

3^) zur Bestimmung des Anfangsgliedes der Reihen- 
entwickelung von «' nach Potenzen von £ hat man bei 
jeder Seite des Polygonzuges diejenigen Glieder von 2 b) 
zu berücksichtigen, deren repräsentierende Punkte P 
auf dieser Seite liegen. 

Liegen auf einer Seite a Punkte P^ (^ = 1, 2 ... er), 
so ist für diese Seite: 

l^x9i -^fi=Mi9i +/« = . . . = f^i9Q +/^ = . . . = fi.ga +/a 
oder 

Ao\ ,, /i h /i h /i ^'^ r. 

rt I 14- — — ... . . • y 

9^ — 9x 99 — 9i 9o — 9x q 

wo r prim sei zu q> 

Ist ^1 die kleinste, ga die gröfste aller Ordinaten der 
a Punkte P^ auf der betreffenden Seite, ist also 

Af „ z"^^ «'^^4- 2 I Af ^ y? A+ ^^ „ z^i s'^i 
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das Aggregat der auf dieser Seite durch die Pq repräsen- 
tierten Glieder des PolTnoms 2 b^), so liefert die Substitution 

r 

.s' =c^.z'^ = q . £*■ in dieses = gesetzte Aggregat zur 
Bestimmung von c^ die Gleichung: 

'1^1 

Da gemäfs 3?) 

ist, so geht diese Gleichung nach Division durch c^ ^i ^ ^'9 "^ ^^q 
über in: 

Die Gleichung 5^) liefert ga — g^ Werte für c^, die zu- 
sammen mit dem durch 4^) gegebenen Werte von /u^ die 

Anfangsglieder der Reihenentwickelung von g^ — g^ Zweigen 
der Funktion s* oder s bestimmen, d. h.: 

SttZ 11^) Jede Seite des polygonalen Zuges liefert 
die Anfangsglieder der Reihenentwickelung 
so vieler Zweige von «, als die Differenz 
zwischen Anfangs- und Endordinate der Seite 
angiebt. 

Die Gesamtheit aller Seiten liefert demnach die Anfangs- 
glieder so vieler Reihenentwickelungen als die Maximal- 
ordinate OL angiebt, d. h. x Anfangsglieder. 

Beachtet man, dafs in 4«) g^ — g^ (p = 2 . . . o) ein 
Vielfaches von q ist, z. B. 

so kann man ftlr 5^) auch schreiben: 
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Diese Gleichung ist eine Gleichung in cj und liefert ta 
IVurzeln c\, Ist C eine derselben, so sind die zugehörigen 

Werte c^, c^, ... c^q von c^ die q Werte von C«. Denken 
v^ir uns c^^j ^i% " - ^\q ^^ geordnet, dafs jedes c gleich dem 

2n%r 

Torhergehenden mal e ^ ist, was möglich ist, da r prim 
2U q ist, so sind 

r r r 

^11 • ^ > ^12 • ^ 7 • • • j ^n • ^ 

r 

die entsprechenden Werte von «' = c^ . 2;' « , und diese g' Werte 
von s bUden einen j-gliedrigen Cyklus. — Dies gilt für 
jede Wurzel c« von S^); wir haben somit den 

SfttZ III?) Ist für eine Seite mit den Endkoordinaten 

ga und g^: 

80 lösen sich die gTa — 9i Werte von«, die dieser 
Seite entsprechen, in ta ^-gliedrige Gruppen auf. 

Bei der Ableitung dieses Satzes ist stillschweigend an- 
genommen worden, dafs die t^ Wurzeln c« von 5^) aUe 

von einander verschieden sind. Ist dies nicht der Fall, 
flind k Wurzeln 0« von 5^ einander gleich, so haben X von 

den ta Beihenentwickelungen der ^-gliedrigen Cyklen das- 
selbe Anfangsglied. Um diese Systeme von einander zu 
trennen, mttssen wir weitere Glieder der Beihenentwickelungen 
bestimmen. Wir erreichen dies, indem wir in der ur- 
sprttnglichen Gleichung 2^) neue Variabein einführen, ge- 
mäfs der Substitution: 

Die Gleichung 2a) geht dann über in eine Gleichung zwischen 
$1 und «1, deren Polynom ganze Funktion von ^^^ und z^ ist. 
Diese Gleichung untersuchen wir, unter Anwendung der 
Substitution 

Landfriedt, Theorie d. algsbr. Funkt. 4 
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mit Hilfe eines nenen Polygons und erhalten so den Wert 
von jU2( = -^J und eine Gleichung für c^««. Es ist dann 
in 2. Annäherung: 

oder: ^'=Vi'\-<^f^'ß'^'^\ wo ^j = — . 

Hat die für Cg«« gefundene Gleichung nur ungleiche Wurzeln^ 
so sind nun die ta der betreffenden Seite des ersten Polygons 
zugeordneten ^-gliedrigen Wurzelcyklen von einander getrennt; 
hat diese Gleichung wieder gleiche Wurzeln, so muTs man 
zur Bestimmung weiterer Glieder der Reihenentwickelnngen 
fortschreiten« — So setzt sich das fort, bis man schliefslich 

zu einer Gleichung in Cy^'' mit lauter ungleichen Wurzel» 
kommt. 

Bei der praktischen Anwendung der vorigen Methode 
fängt man am bequemsten mit derjenigen Seite des Polygon- 
zuges an, deren Anfangspunkt der Punkt L der Ordinaten- 
achse ist, und nimmt hierauf der Reihe nach die übrigeik 
Seiten vor. 

Ist für eine Seite mit der Ordinatendifferenz ga — ffj 
der Wert von fi^ eine ganze Zahl, so ist j = 1 und 
t„T=:g^ — g^. Die dieser Seite entsprechenden ga — ffj. 
Zweige von s bilden dann für z=:a ta eingliedrige 
Cyklen, d. h. der Punkt z = a ist f ttr diese ga — gi = ta. 
Zweige ein ^^-f acher Punkt ohne Verzweigung. 

In den bisherigen Ausführungen ist stillschweigend an- 
genommen worden, dafs s im Koincidenzpunkt z = a lauter 
endliche zusammenfallende Wurzelwerte besitzt. Werden für 
z = a mehrere Wurzeln oo, so führt die vorige Methode, 

nach Anwendung der Substitution s = -^ immer noch zum 

Ziel. Liegt eine Wurzelkoincidenz im Unendlichen, so wendet 

man, wenn kein 8=oo wird, die Substitution z = —rj und 

^ 1 
wenn mehrere s unendlich werden, die Substitution « = -7-,. 

1 * 

;!f = -T an und verfährt dann wie vorhin. 

z 
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Es verdient hervorgehobeii zu werden, dafs das im 
Vorigen auseinandergesetzte Verfahren die Reihenentwicke- 
Inngen der einzelnen Wurzeln auch liefert für den Fall, dafs 
X = 1 ist, d. h. für Punkte, in denen keine Eoincidenz statt- 
findet. Ebenso liefert es für eine Eoincidenzstelle nicht nur 
die Entwickelnngen der »Wurzeln, die dort gleich werden, 
sondern auch diejenigen der n — x Wurzeln, die an der Eo- 
incidenz nicht beteiligt sind. 



§ 8. Beispiele znr Pnisenx^schen Methode. 
Beispiel 1?) Es sei 

Ftlr z = Zq hat diese Gleichung drei von einander ver- 
schiedene Wurzeln 



'.-Vi. ..-«f?. ..-«'fi. («--i+l»^) 



und drei zusammenfallende Wurzeln mit dem gemeinsamen 



Werte s = 8q. 

Die Substitution 

8 — 8q = 8\ Z — Z^ = z' 

liefert 

woraus sich die zur Bestimmung der Anfangsglieder der 
Reihenentwickelung der 3 koincidierenden Wurzeln dienende 
Gleichung 2J) ergiebt: 

Die 2 Glieder des Polynoms dieser Gleichung werden dar- 
gestellt durch die Punkte X und iT (Fig. 11). Das Polygon 
hat also nur eine Seite. Setzt man: 

8' = e^.z'f'y 

4* 
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so ergiebt die graphische Darstellnng fflr ^u^ sogleich den 
Wert 

7 

G 
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Fig. 11. 



Mit Benutzung desselben erhält man für c^ die Gleichung: 

oder nach Division durch z''^: 

ccj-f rf=0. 

Dies giebt fttr c^ die 3 von einander verschiedenen Werte: 

Die Q {Va[ z = Zq zusammenfallenden Wurzeln bilden einen 
3-gliedrigen Cyklus mit der Entwickelung: 

_7_ 

« = «0 + ^1 (^ — ^o)'+--- 

Vergleicht man diese Ableitung mit der von Herrn Königs- 
berger (Ellipt. Funktionen, pag. 195 — 198), so sieht man, 
dafs die Methode Puiseux*s, trotzdem sie mehr den Charakter 
einer Versuchsmethode trägt, unter Umständen viel rascher 
zum Ziel führt, als die von Herrn Königsberger entwickelte. 

Beispiel 2?) Es sei 

F= 8z8^ J^(i — z)3s-{-{l—z) = 0. 
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Diese Gleicbimg hat, wie in § 5) nachgewiesen wurde, 
Wnrzelkoincidenzen nnr fttr ;2 = — 1, 0, -|- 1. Wir dis- 
kutieren hier nur die Wurzelkoincidenz fttr 2^ = 0; die in 
diesem Punkte stattfindenden Wurzelwerte sind 

1 

«i = «2=oo, *8 = — y- 

Wir setzen zunächst « = — und erhalten: 

o 

82-f.a8+3a2 — ^C7«— 3^a«=0, 

wo nun fttr 2; = die Wurzelwerte a=0, 0^ = 3 stattfinden. 

Die Substitution z = z\ a = a' giebt die Gleichung 2^) 
in der Form: 

8-5'+3a'«=0. 

Die zwei fttr z = zusammenfallenden Wurzeln (fy und also 
auch ihre reciproken Werte «, bilden daher einen 2-gliedrigen 

Gyklus, d. h. es ist ^^=— , wie ttbrigens auch aus der 

graphischen Darstellung folgt. 

Substituiert man 

m 

8z'-\- 3a"= 0, 

so erhält man fttr e^, nach Division dnich z', die Oleichong: 

c« = — y, oder Ci = + »•)/— . 

FOr die an dem 2-gliedrigen Gyklas teilaehmenden Wurzeln 
s^, 8, ergiebt sieh daher die Entwickelung: 

«i = t|/-g-.s~^-f ..., 



'« 



8 
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Um auch für die Wurzel »g, die für ^ = den Wert ^ 

besitzt, die Reihenentwickelung zu gewinnen, setzen wir 

« = — -g- + « , ^ = ^ 

und erhalten die Gleichung 2^) in der Form: 

Es ist also 

und die Substitution 

giebt für c^: 

d.h. 

_ 8 

Für «g gilt daher in der Umgebung von z = die Ent- 
wickelung: 

«8— -y-h-gf^-t-'-'- 
Beisplel 3?) Es sei 

F = 8^— 3z* 8 + 2z^— 2iz* (z — i)*= 0. 

Diese Gleichung besitzt (siehe § 5) Wurzelkoincidenzen für 
z= oo, 0, 1, \ — 1. Wir betrachten hier nur die in -^ = t 
stattfindende Koincidenz 8^ = 8^ = iy 8^= — 2t. 

Setzt man 

« = i -(- «', z = i-\- /, 

SO geht die Grundgleichung über in: 

«'»+ 3i . 5'«_ 3/2/— 6tV«'+ 5tV2+ Qz'^— 2iz'^= 0, 
und die entsprechende Gleichung 2^) lautet: 

38'2_60V+5/*=O. 
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5& 



Die graphische Darstellung (siehe Fig. 12) liefert für die 
Glieder dieser Gleichung die 3 in gerader Linie liegenden 
Punkte i, M, K. Das Poly- 
gon hat also nur eine Seite; ^ 
es kann daher auch ^^ nur 
«inen Wert annehmen, und 
izwar ist: 

2 ^ 

^i=tang9) = -2-=l, 

iSetzt man nun 



S^= C^Z*tHz=z C^z\ 




Fig. 12. 



«0 ergiebt sich zur Berechnung von c^ die Gleichung: 



^2j^'a_2^'.Ciz'+-|-/«=0, 



oder 



«0 dafs 



c2_2c, = - 



3' 



^i=l±*'VT- 



Aus /M^ = l folgt: die 2 Wurzeln «^, «,, die für z=ii 
koincidieren, bilden keinen Cyklus, d. h. es ist z=^i ein 
Doppelpunkt ohne Verzweigung. Die Entwickelungen 
von «1 , «2 lauten : 

Fttr die Wurzel «g? die in -? = i den Wert «3 = — 2 z besitzt, 
«rhält man leicht die Entwickelung: 



«« 



2i_2(Ä — i) + ... 



Beispiel 4?) Es sei: (Harkness u. Morley, Theory 
of Functions pag. 150) 



9\a 



(«« — z') 



BZ 



2 



-^^ = 0. 
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Diese Gleichnng hat ftlr z^O vier gleiche Wurzeln mit 
dem gemeinsamen Werte s = 0. Die Substitution s = 8\ 
z = z' läfst die Form der Gleichung ungeändert; es ergiebt 
sich als Gleichung 2^: 

•'* — 2«' «'* + /« = 0. 



8' 






7? r-H-i-H- 




Die graphische Darstellung hier- 
von (Fig. 13) Uefert die 3 in 
gerader Linie liegenden Punkte- 
Ä, S, r, so dafs : 

A*i = tang9)=-^ = y. 

Ftlr Cj ergiebt die Substitution 
«' = Cj . z'^ die Gleichung: 



2 



welche fttr Ci 2 Wurzeln mit dem gemeinsamen Werte 

cj = -|- 1 liefert. Die 4 Wurzeln «j, «j, «3, s^ der Grund* 
gleichung bilden daher im Punkte ^ = zwei Cyklen mit 

demselben Anfangsglied c^ /» (c^ = + 1). 

Um diese Cyklen von einander zu trennen, müssen wir 
weitere Glieder der Reihenentwickelung bestimmen. 

Zu dem Zwecke setzen wir in der ursprünglichen 
Gleichung in «': 

«' = (c^ + SJ//'i=(ö^ + Q/i, wo f, = fttr /=0. 
Dies giebt, nach Division durch 2:'^: 



oder, wenn wir noch setzen: /=;?J: 
Die zugehörige Grleichnng 2b1) laatet: 



— äJ = 0. 
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Setzt man hierin 
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Ql -. — Ca . Z Co Z^ 



2 



SO liefert die graphische Darstellung (Fig. 14^): 

2fi^= isjigq> = 2 , d. h. fi^ = j, 

und die Gleichung fttr c^ wird: 

4c2 — Ci=0, 
oder 4cic2 = c2=l, 

so dafs: 

, 1 

2 V C^ Fig. 14. 

In zweiter Annäherung erhalten wir also: 

8 = €. z^ A 7=^2;'"^" + . . . 

' 2/c, ^ 

und die Reihenentwickelungen der 4 Wurzeln in der Um- 
gebung Yon 2; = lauten: 







8 



f^=— ^i + — Z>^+.... 



Der eine Gyklus enthält die Wurzeln 8^ und s^^ der andere 
die Wurzeln «3 und 8^. 

Die vorigen Beispiele mögen genügen, um die prak- 
tische Durchführung der Puiseux'sehen Methode in speziellen 
Fällen zu erläutern. 
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§ 9. Normalisiemng der Grundgleichung. 

In deD bisherigen Untersnchungen ist über die Grand* 
gleichong : 

F («, z) = (p^8^-^ (p^ «—1+ ... +9)» 

weiter keine Yoraassetzong getroffen worden, als die, dafs 
sie irredacibel sei. Wie wir an speziellen Beispielen 
gesehen haben, kann dann die dorch F =^0 definierte 
algebraische Funktion s von z mehr oder minder kom- 
plizierte Singularitäten aufweisen. Es können z. B. Un- 
stetigkeitspunkte mit Wurzelkoincidenzen zusammenfallen, 
sei es, dafs für einen und denselben Wert von z mehrere 
Wurzeln « unendlich werden, oder dafs eine Wurzel oo 
wird für einen Wert von z^ für den mehrere andere 
Wurzeln gleiche endliche Werte annehmen. Es können 
auch Wurzelkoincidenzen, mit oder ohne Verzweigung, mit 
oder ohne Unstetigkeit, im Unendlichen liegen (für z = co 
stattfinden). Es liegt auf der Hand, dafs solche Singulari- 
täten die Untersuchung der mit ihnen behafteten Funktion s 
erschweren, und es stellt sich damit zugleich die Aufgabe, 
die definierende Grundgleichung so umzuformen, dafs die 
Singularitäten von möglichst einfacher Natur werden. — 
Ein erster Schritt zur Lösung dieser Aufgabe geschieht 
durch die Entwickelungen des gegenwärtigen Paragraphen. 

In die Grundgleichung jP = führen wir mit Hilfe der 
Substitution 



S. : 8 = 



^o'V ^ ^0 • ? 



rio' C-?o 



zwei neue Variabein r] und ^ ein ; i^^^ und f ^ sollen beliebig 
sein, Sq und z^ sind Parameter, über die wir in geeigneter 
Weise verfügen werden. Durch diese Substitution S geht 
F=0, nach Weghebung der Nenner, in eine neue Gleichung 

ttber, wo das Polynom * = s»© 'I" + 5'i '?*"'+•• • +5'» 

= ÄoS'"+Ai?"-i + ,.. +Ä^ sei. 
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Ist F=0 irreducibel, so ist auch ^ = irreducibel. Wäre 
nämlich = rational zerfällbar, so wttrde die zu S inverse 
Substitution: 

5-1: ,o = J?Lli. ; = klL 

« — «0 ^ — ^0 

auf ^ = angewendet, umgekehrt wieder eine rationale 
Zerf ällung von F=0 liefern. 

Die Discriminante von F, wenn s als Funktion von z 
betrachtet wird, heifse wie bisher D. Betrachtet man z als 
Funktion von s, so besitzt F eine zweite Discriminante Ej 
die, gleich Null gesetzt, die Werte von s liefert, für welche 
die Funktion z Wurzelkoincidenzen aufweist. Diese Discri- 
minante E setzt sich aus den EoefSzienten tp^, tp^.. .tp^ 
ebenso zusammen, wie D aus 9>o7 T'i * -* Vnj ^^ ^ Grad 
in s ist ^2n{m — 1). 

Ebenso besitzt zwei Discriminanten; sie mögen in 
entsprechender Bezeichnung J und B heifsen. 

Den Snbstitutionsparametem Sq , z^ legen wir nun folgende 
Beschränkungen auf: 

A?) Beschränkungen fflr z^: 

I?) Zq soll weder Wurzel von y^ ^ 0, noch von 
iy = sein; 

119) z^=Zq soll, als Funktion von s betrachtet, keine 
mehrfache Wurzel von F=0 sein; 

in?) z = Zq soll, als Funktion von « betrachtet, in keinem 
Wurzelsystem z^,z^...Zn^ vorkommen, in dem zwei 
oder mehr gleiche Wurzeln z auftreten. 

B?) Beschränkungen für a^i 

I?) 8q soll weder eine Wurzel von tp^ = 0, noch von 
E=0 sein; 

n?) « = «0 soll keine mehrfache Wurzel von F=0 sein; 

III?) 8 = 8q soll in keinem Wurzelsystem «j, «^ . . . «» vor- 
kommen, in dem zwei oder mehr gleiche Wurzeln 
8 aufifcreten. 

G?) Gemeinsame Beschränkung filr z^ und s^: 
Es soll nicht Fyso^ zq) = sein. — 
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Die BeschräDkungen A?) und B?) schliefsen für s^yZ^ 
nur eine endliche Anzahl von Werten aus. Den Be- 
schränkungen A?), B?) und G?) kann man also auf unendlich 
viele Arten gerecht werden. 

Welches ist nun die Wirkung dieser Beschränkungen? 

Fttr z^=Zq wird f = oo , für « = «q wird ij = oo . Die 
Beschränkung G?) hat daher zur Folge, dafs für ^ = 00 
kein 17 unstetig wird, und umgekehrt, dafs für 12 = 00 kein 
^ unstetig wird. 

Die Beschränkung A9) I?) hat zur Folge, dafs für ^= 00 
keine Wurzel 1? = % ^^4 ^^^ keine zwei Wurzeln ij ein- 
ander gleich werden. 

Die Beschränkung B?) 19) bewirkt, dafs für iy = 00 
keine Wurzel £ = ?o wird, und keine zwei Wurzeln £ ein- 
ander gleich werden. 

Die Beschränkung B?) II?) hat zur Folge, dafs nie für 
dasselbe ^ zwei Wurzeki 1; = 00 werden, und die Beschränkung 
B?) in?) dafs, wenn für ein bestimmtes ^ eine Wurzel ij = 00 
wird, alle übrigen Wurzeln rj ungleiche Werte haben. 

Die Beschränkungen A?) II?) und III?) bewirken, dafs 
für keinen Wert von »j zwei Wurzeln C = oo werden, und 
dafs, wo ein ^ = 00 wird, die übrigen m — 1 Wurzeln ^ 
alle endlich und ungleich sind. 

Bestimmt man daher s^ und z^ gemäfs den Bedingungen 
A?), B?) und G9), so ergeben sich für die durch die Gleichung: 

*(?,!) = 

verbundenen, neuen Veränderlichen t} und ^ folgende Ver- 
einfachungen funktionen-theoretischer Natur: 

I?) In dem unendlich fernen Gebiete der 
^-Ebene hat ij weder ünstetigkeiten 
noch Eoincidenzen, also auch keineVer- 
zweigungspunkte; in den im Endlichen 
gelegenen Gebieten der ^-Ebene sind 
UnStetigkeiten und Würze Iko in ci den zen 
so von einander getrennt, dafs, wo eine 
Koincidenz eintritt, keine Wurzel un- 
stetig wird, und dort, wo eine Wurzel ij 
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nnstetig wird, alle andern Wurzeln end- 
liche, von einander verschiedene Werte 
haben. 

n?) Dasselbe gilt, matatis mutandis, von ^, 
wenn man ^ als Funktion von rj be- 
trachtet. 

Diesen Vereinfachungen funktionen-theoetischer Natur 
entsprechen folgende analytischen Vereinfachungen: 

Da für ^ = 00 keine Eoincidenz stattfindet, so ist J 
in £ vom höchst möglichen Grade 2w(n — 1); ebenso ist 
H in ri vom Grade 2n(m — 1). 

Da femer 



ist, so ist für ^ = oo: 



Äo = 0. 



Die Wurzeln ij von ä^ = sind daher die Werte von 
17, die ^ = cx) entsprechen; diese Wurzeln sind nach dem 
Vorigen alle ungleich. Die Gleichung h^ = ist daher in 
17 vom Grade n und hat lauter ungleiche Faktoren. 

Analog folgt : gQ = ist in ^ vom Grade m und hat 
lauter ungleiche Wurzelfaktoren. 

ij = 00 kommt niemals als mehrfache Wurzel vor, heifst : 
ist für ein bestimmtes ^ : go = 0, so ist g^ ^ 0, d. h. kein 
Divisor von g^ ist Divisor von g^. 

Analog folgt: kein Divisor von \ ist Divisor von \. 

rj wird nie 00, wenn Eoincidenz eintritt, heifst: kein 
Divisor von g^ ist Divisor von J] ebenso ergiebt sich: kein 
Divisor von A^ ist Divisor von JS. 

Fassen wir dies Alles zusammen, so haben wir folgende 
Vereinfachungen analytischer Natur: 

In der Gleichung 

(n m\ 
V^V=ffo'V''-\'9i'V''^^ + '"+9n = (Discriminante ^, 

oder 

d^(5,9=Ä,.^m^Ä,C*»-i + ... + Ä«, = 0,(DiscriminanteÄ) 
ist: 
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1?) ffQ vom Grade m in f und hat nur ungleiche 
Wurzelfaktoren. Keiner dieser Faktoren 
(C — ^) is* Divisor von g^^ oder von J. J selbst 
ist in ^ vom Grade 2m(n — 1). 

2?) Aq ist in i; vom Grade n und hat nur ungleiche 
Wurzelfaktoren rj — t Keiner dieser Faktoren 
ist Divisor von Aj oder von Ä H selbst ist 
in rj vom Grade 2n{m — 1). 

Dafs und wie die Substitution 5 mit den Beschränkungen 
A?), B?) und C9) auch die Form der Beihenentwickelungen 
der Wurzeln in der Umgebung eines gegebenen Punktes 
beeinflufst, ist unmittelbar ersichtlich. 

Die mit Hilfe der Substitution S und der Bedingungen 
A?), B?) und C®) aus der Grundgleichung J^=0 erhaltene 
Gleichung <^ = nennen wir mit Christoffel eine nor- 
malisierte algebraische Gleichung. 

Beispiel: Von der Gleichung 

haben wir bereits nachgewiesen, dafs von einem numerischen 
Faktor abgesehen, ihre Discriminante 

D = z{l — z^){z-{-l) 

ist, und dafs die Gleichung im Unendlichen keine Wurzel- 
koincidenz besitzt. Die Wurzelkoincidenzen und die ent- 
sprechenden Werte von « sind : ' 

z = 0: « = 00,00,——, 

z = -{.l: 8 = 0, 0, 0, 

_ 1 _i 1 1 
^ — — a: «— M-yj-y . 

Soll die Gleichung durch die Substitution «S normalisiert 
werden, so darf, nach A?), I?), der Parameter z^ keinen der 
Werte 

0, + l,-l 

haben. Die Beschränkungen A?), II?) und UI?) sind 
von selbst erfüllt, da die Grundgleichung vom ersten Grade 
in z ist. 
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Für Sq mttssen ansgeschlossen werden: 

nach B?), H?) und UI?): die Werte: — -1,— -1-, 0, +1, oo 

nach B?), I?): die Wurzeln von 8«»— 3«— 1 = 0. 

Wir nehmen Zq = —, «^ = — ; diese Werte gehören 

nicht zu den eben ausgeschlossenen und erfüllen auch die 
Beschränkung G?\ da das Polynom 

4.i)=«4i+<-i)i+(-i)=i. 

also :^0 ist 

Wählen wir femer für die zu unserer Verftlgung 
stehenden Gröfsen f^ und ij^ die Werte ^^ =1, i;^ = 1, so 
geht die Gleichung 

f(«,^) = 8^«»+3(1-^)« + 1-^ = 
über in 

Diese Gleichung ist normal. Ihre Discriminante J ist^ 
wie die wirkliche Ausführung zeigt: 

^ = 2.18^£g — 2)«(3? — 2), 

und hat in ^ den höchst möglichen Grad 2m(n — 1)==4; 
für ^ = 00 findet also für i; keine Wurzelkoincidenz statt. 
Da femer f ür ^ = oo 

7ij8— 12i?*+9ij — 2 = 

ist, so wird im Unendlichen auch keine Wurzel i; unstetig. 

In Endlichen finden für i; EoLucidenzen statt in den 

2 

Punkten ^ = 0, -5-, 2 , und es ist 

o 

für ? = 0: ij = l, 1, -g-, 

;-_ 2 _o 1 JL 
» ^ — y' 'J — '^» 2 ' 2 ' 

„ ^=2:ij = 0, 0, 0. 
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Keine dieser Eoinoidenzen ist mit einer Unstetigkeit 
von rj verbunden. Eine Unstetigkeit von i; tritt ein fttr 

für f ==— — ; dort wird nur eine Wurzel ri = oo^ die zwei 

anderen haben die Werte: 

^ (9 + t/l5), -l.(9-»>^)- 



24 ' ' '' 24 



Da d^ in ^ vom ersten Grade ist, so sind f tlr ^ als 
Funktion von rj alle Wurzelkoincidenzen ausgeschlossen, also 
auch jedes Zusammenfallen von Unstetigkeit und Wurzel- 

koincidenz. ^yrjj^) ^=0 ist also thatsächlich normalisiert 
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einfachen Koincidenzen. 

Die Puiseux'sche Methode ermöglicht es, fttr jede vor- 
gelegte Grundgleiehung, wenn die Lage der' Wurzel- 
koincidenzen ermittelt ist, zu entscheiden, ob ein bestunmter 
Eoincidenzpunkt ein Verzweigungspunkt ist oder nicht In 
dem sehr speziellen Falle, dafs sämtliche Eoincidenzen ein- 
fache sind, läfst sich aber schon durch die blofse Be- 
stimmung der Wuizeln der Discriminante D der Grund- 
gleichung entscheiden, ob ein gegebener Eoincidenzpunkt ein 
Verzweigungspunkt oder ein gewöhnlicher Doppelpunkt ohne 
Verzweigung ist 

8, z) = sei irreducibel und 
normal im Sinne des vorigen Paragraphen, und es sei ^ = ^ 
ein Punkt, fttr den zwei Wurzeln «j, «, dieser Gleichung 
den gemeinsamen Wert 8^ = s^=za annehmen. Ist dann : 
19) z = ^ ein Verzweigungspunkt, in dessen Umgebung 
der von s^ und «, gebildete Cyklus die Beihenentwickelung : 

besitzt, so ist: 
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und daher, immer in der Umgebimg des Punktes z = ^: 

J = ^{s^-s,)=A,{z-^)^-\-A,iz-0^ + ..., 

oder allgemein, wenn^2x-fi der erste nicht verschwindende 
Koeffizient aus der Reihe A^^A^... ist: 

Ist 2 ?) 2; = ^ ein gewöhnlicher Doppelpunkt, so schreiten 
'die Entwickelungen von ^^ und s^ nach ganzen Potenzen 
von z — ^ fort, und es ergiebt sich: 

2?) ^ = (^_Qk|ß + B,(^-Ö + ...}. (B^O) 

Infolge unserer Voraussetzungen ttber F=0 ist 
«j — 8^=2 J die einzige Wurzeldifferenz, die f ttr ^ = f 
jschwindet; die Funktionen 

FJ^^ HShlll, F'{s„z).F'{s„z)...F'i»^,z) 

werden also für -^ = C weder Null noch unendlich, und das 
gleiche gilt, gemäfs der in 5?) § 5 gegebenen Darstellung 

von D, auch von — 7ä~- ^^ ^ = ? ^in Yerzweigungspunkt, 

so wird daher ftlr z = ^: 

n 

weder noch 00 ; ist z = ^ kein Verzweigungspunkt, so 
wird für z = ^: 

B 

weder Null noch unendlich. Hieraus ergiebt sich 

Satz F) Hat die Grundgleichung i^=0 nur ein- 
fache Wurzelkoincide'nzen, so entspricht 
jedem Ver zweigung s punkte ^ = ^ ein Faktor 
(z — C)^*+S jedem Doppelpunkt ^ = ^ ein 
Faktor (z — ^^k yQ^ j)^ Und umgekehrt: 

Landfriedt, Theorie d. algebr. Funkt. 5 
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Enthält Z? einen Faktors; — 5, so i8t^ = ^ 
ein Yerzweigungspnnkt oder ein Doppel- 
punkt, je nachdem D diesen Faktor zu 
einer angeraden oder geraden Potenz 
enthält 

Aus diesem Satze läfst sich ein für spätere Unter- 
suchungen sehr wichtiges Resultat ableiten. — Ist, unter 
der Voraussetzung von nur einfachen Eoincidenzen, 

2n -H 2x -4- 1 

8?) D = konst. {z—üj) ^ ... (^— a^) ^ 

2k 2k 

.(z-\) \..(z-h) \ 

SO sind a^^.,.a^ Verzweigungspunkte, \...ht Doppelpunkte 
ohne Verzweigung, und der Grad von D m z beträgt 

t? -f- 2 (Xj -f- . . . -f- x„ -f *i + . . . ^«) = ^ + 2r. 

Da wir die Grundgleichung als normal angenommen haben, 
so ist dieser Grad andererseits gleich 2w(n — 1). Wir 
haben daher^ allerdings vorerst unter der Voraussetzung von 
nur einfachen Eoincidenzen, die aufserordentlich wichtige 
Beziehung : 

49) v=2m{n — l) — 2r. 

Die Anzahl der Verzweigungspunkte mufs somit, wenn 
nur einfache Verzweigungspunkte auftreten, stets eine ge- 
rade sein. 



Kapitel ü. 

Die Eiemann'sche Verzweigungsfläche T. 



§ 11. Konstrnktion der Fläche T. 

Versucht man, die für einwertige Funktionen von z 
gültigen Sätze und Methoden auf algebraische Funktionen zu 
übertragen, so tritt sogleich der Umstand hindernd in den 
Weg, dafs, wenn die Variabele z in der 2:-Ebene einen fiing- 
weg beschreibt, dieser Kingweg eine algebraische Funktion 
von z nicht notwendig zu ihrem Anfangswerte zurückführt, 
mit anderen Worten, dafs einem geschlossenen Wege von z 
nicht immer ein geschlossener Weg der algebraischen 
Funktion s in der «-Ebene entspricht. 

Sollen die Hilfsmittel der Theorie der einwertigen 
Funktionen für das Studium der algebraischen Funktion a 
verwertet werden können, so müssen wir uns daher zuerst 
ein Gebiet herstellen, innerhalb dessen s sich wie eine ein- 
deutige Funktion des Ortes verhält. Ein solches Gebiet ist 
die von Riemann eingeführte und nach ihm benannte 
Biemann'sche Verzweigungsfläche T. — Zu dieser 
Fläche kann man auf folgendem Wege gelangen. 

Die algebraische Funktion s von z sei definiert durch 
die Gleichung 

z,z) = Q, 

die wir als irreducibel und normal voraussetzen. — In der 
Zahlenebene der z denken wir uns die Verzweignngspunkte 
von 8 markiert und verbinden dieselben in beliebiger 
Beihenfolge a^... &{...&« durch eine sieh selbst nicht 
sehneidende, sonst willkürlich gestaltete Linie 2*, die wir 

5* 
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bis ins Unendliche fortsetzen. Wir treffen weiter die Be- 
stimmung, dafs die Variabele z bei ihrer Ortsänderong in 
der z-Ebene die Linie H nicht tiberschreiten darf, was wir 
dadurch ausdrücken können, dafs wir nns die c-Ebene längs 
Z durchgeschnitten denken. Unterscheiden wir die zwei 
Ränder dieses Sperrschnittes S (bei Gauchy : ligne d'arrSt) 
als -f-K^nd und — Rand, so kann z von einem Punkte ß 
auf dem — Rand zu dem ihm gegenüberliegenden Punkte y 
auf dem -f-^^^^ ^^ mehr auf einem Umwege, etwa \ 
gelangen (siehe Fig. 15). In der durch 2* modifizierten 




Fig. 16. 

2:-Ebene sind daher Ringwege, die Verzweigungspunkte 
umschliefsen, nicht mehr möglich: Jede Wurzel b von 
F=0 ist in dieser Ebene eindeutig geworden. 
— Während wir so durch Anlegen des Sperrschnittes E 
die durch die Verzweigungspuiite hervorgerufene Viel- 
deutigkeit der Wurzeln beseitigt haben, hat sich aber 
ein anderer Übelstand eingestellt. Vor dem Anlegen 
von S war jede einzelne Wurzel »« (x = 1, . . . n) inner- 
halb der ganzen 2;-Ebene bis auf vereinzelte Punkte (Pole 
von b) stetig, und jedem Punkte z=^a entsprach ein völlig 
bestimmter Wert für jedes s^. Ging man in der noch un- 



j 
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zerschnittenen 5;-Ebene vom Punkte z = a mit den dort vor- 
handenen Werten von «« (>t = 1, 2 . . . n) ans, so lieferte die 
stetige Fortsetzung dieser Wurzeln längs eines allen 
singulären Punkten ausweichenden Weges V im Punkte e 
ganz bestimmte Werte der a^^ und die weitere Fortsetzung 
dieser Wurzeln längs eines Ringweges l (Fig. 15) ergab als 
Endwerte in b im allgemeinen eine Permutation 

der Anfangswerte s^ (e), (§ 3, Satz IV?). Denkt man sich 
nun die Sperrlinie I durch e hindurchgelegt, so wird € so 
zu sagen zerlegt in die zwei an den Bändern von 2 ein- 
ander gegenüberliegenden Punkte ß und y. Da durch 2^ im 
Innern der 2:- Ebene, durch welches die Wege V und l 
fuhren, nichts geändert worden ist, so führt der von a 
nach ß gehende Weg Z' die n Wurzehi «^ (^ = 1, • • • w) immer 
noch zu denselben Werten «« (ß) = «x (ß) wie früher, und 
ebenso führt der Weg /, der jetzt von ß nach y geht, diese 
Werte sj^ß) in dieselbe Permutation 

derselben über, wie früher. Bezeichnen wir daher den Wert 
von 8^ in ß mit s^, den durch stetige Fortsetzung bis y 

herbeigeführten Endwert von «^ mit s^j so ist allgemein: 

+ - 



«X = «i^. 



An der Sperrlinie 2* sind also wenigstens einzelne 
Wurzeln unstetig geworden, an 2 findet jetzt ein plötzlicher 
endlicher Sprung in den beiderseits angelagerten Wurzel- 
werten statt ; jedem Wurzelwerte «x &n dem negativen Bande 
von I liegt ein durch stetige Fortsetzung erhaltener, im 

aUgemeinen verschiedener Wurzelwert «x an dem -|-I^de 
gegenüber. — Nennen wir zwei solche Wurzelwerte ein- 
ander zugeordnet, so können wir auch sagen: Längs 2 

ist jedem Wurzelwerte 8^ ein im allgemeinen ver* 

schiedener Wurzelwert «« zugeordnet. 

Über diese Zuordnung gelten folgende Sätze: 
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SttZ P) Vom letzten Verzweigungspankte a^ bis 
ins Unendliche ist an S Überall: 

Beweis: Nimmt man an diesem Schlofsstttck von S 
zwei einander gegenüberliegende Punkte d and q an, so 
läfst sich jeder in der unzerschnittenen ^^-Ebene Yon d nach q 
führende Weg L (Fig. 15) auffassen als Ringweg, der die 
Aufsenfläche A umschliefst. Infolge der vorausgesetzten 
Normalisierung der Grundgleichung enthält aber A keinen 

Verzweigungspunkt. Nach Satz 11?) § 3 führt daher L jede 

-f - 
Wurzel zu ihrem Anfangs wert zurück, d. h. es ist 8x^=^8^, 

w. z. b. w. 

Folgerung: Das Schlufsstück von 21 über a^ hinaus ist 
für die Erzwingung der Eindeutigkeit der Wurzeln über- 
flüssig. 

SfttZ IP) Auf den zwei Seiten eines Punktes e von 
I ist die Zuordnung der Wurzeln stets und nur 
dann verschieden, wenn e ein Verzweigungs- 
punkt ist. 

Beweis : 1?) Wäre zu beiden Seiten eines Verzweigungs- 
punktes B die Wurzelordnung dieselbe, so würde ein in der 
unzerschnittenen ^-Ebene in hinreichender Nähe um e führen- 
der Bingweg jede Wurzel zu ihrem Anfangswerte zurück- 
führen, was mit der Definition eines Verzweigungspunktes 
(§ 3) unvereinbar ist. 

2?) Ist zu beiden Seiten von e die Zuordnung der 
Wurzeln verschieden, so führt ein in der unzerschnittenen 
^-Ebene in hinreichender Nähe um e gehender Ringweg 
mindestens eine Wurzel nicht zu ihrem Anfangswerte zurück; 
e ist daher ein Verzweigungspunkt. — 

Die Gleichungen: 

+ - 



H- - 
«» = « 



♦«> 
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i^elche die Zuordnung der Wurzeln längs einer von oti bis 
Oj^i reichenden Abteilung i^- von S angeben, können wir 
als definierende Gleichungen einer Substitution: 



1?) 5,= ^" •'') 



Auffassen, durch welche die Wurzeln ä^, «^ . . . «« in «<j, Si^ •••*<,» 
übergeführt werden. Bezeichnet man dann die den einzelnen 
Abteilungen 2"^, 2*2, ... 2; _ i von 2 entsprechenden Substitu- 
tionen mit 5j, 5^, . . . S,; — 1, so liefert S< . S/l^i, wo allgemein 
S"^ die zu S inverse Substitution bedeutet, diejenige Sub- 
stitution Si^ die man erhält, wenn man in der unzerschnittenen 
.2:-Ebene die Variabele z einen positiven Umlauf um den 
Verzweigungspunkt a^ ausführen läfst 

Um die durch Anlegung des Sperrschnittes 2 herbei- 
geführte Unstetigkeit der Wurzeln wieder zu beseitigen, 
verfährt man mit Biemann folgendermafsen: 

Für jede der n Wurzeln s^,. .8^ führen wir eine be- 
sondere Ebene ein, E^ für *^, E^ für «„ . . . E^ für «n» 'ind 
denken uns in jeder dieser Ebenen tabellarisch die Werte 
der entsprechenden Wurzel eingetragen« Diese n Ebenen, 
welche mit ihrem Tabelleninhalt den ganzen Wertvorrat von 
« als Funktion von z repräsentieren, legen wir so auf- 
einander, dafs Punkte mit demselben z übereinander liegen, 
und ziehen in denselben n kongruente /Sperrschnitte 2, in 
jeder Ebene einen. Zwischen, den n Tabellenblättem E....E^ 
vStellen wir nun einen stetigen Übergang in folgender Weise her. 

In der ursprtlnglichen, durch den einen Sperrschnitt 2 
modifizierten 2;-Ebene sei die Zuordnung der Wurzeln längs 
2^ charakterisiert durch die Substitution: 



^*l *a • • • ^n^ 



Bezeichnen wir daher die Teile von E^... En, die am 
— Bande der n Abteilungen 2^ liegen, mit jEJ^, ...£«} die 
am -^ Bande anstof senden mit J^^, . . . En, so findet sieh die 
stetige Fortsetzung der an 2'^ in E^ befindlichen Tabellen- 
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werte in ij^, die von -E, in JEig, . . . , die von E^ in Ei^ ^ 

Um eine zusanunenhäDgende, stetig verlaufende Tabellen- 
anordnung der Werte von s zu erhalten, genttgt es also, 

sich längs lix \ an JE?<^, E^ an ^ia, ..., Ai an £i^ ge- 
heftet zn denken, und die entsprechende Heftang anch an^ 
den anderen Abteiinngen von 2*, gemäfs den dort geltenden 
Substitutionen S ausznftlhren. Ist dabei längs I^ eine* 

Wurzel Bx sich selbst zugeordnet, so dafs an Z^\8x = 8x 
ist, so hängt das Blatt Ex^ das den gesamten Wertvorrat 
von 8x enthält, längs I» mit keinem andern Blatt zusammen; 
Ijc wird in diesem Blatte gelöscht. 

Die durch Ausführung dieser Heftungen entstandene, 
überall zusammenhängende n-blättrige Fläche heifst die zur 

Grundgleichung F\8^z)=^Q gehörige Riemann'sche 
Fläche 7. Die in ihr liegenden Abteilungen von X, längs 
deren wir die Blätter zusammengeheftet haben, nennt man 
die Verzweigungsschnitte von T. 

Um eine klare Anschauung dieser Yerzweigungsschnitte 
zu gewinnen, denken wir uns einen speziellen Fall. Längs 
li sei die Zuordnung der Wurzeln charakterisiert durch 
die Substitution 



^ n 2 3 4...n\ 
'^<=l,2 3 1 4...n/ 



In T ist dann E^ an E^^ E^anE^j E^ bh E^ geheftet, 
während in den übrigen Blättern E^, . . .E^ die Abteilung 
üi gelöscht worden ist. Denken wir uns die drei Blätter 
E^yE^^E^ in dieser Reihenfolge aufeinandergelegt und durch 
eine Ebene normal zu Si durchgeschnitten, so erhalten wir 
die Profilzeichnung Fig. 16, in der die Verbindung der 

l 4 

Fig. 16. 
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Blätter deutlich angegeben ist. Senkrecht zur Zeichenebene 
haben wir uns, durch die Punkte p und q gehend, zwei 
Übergangslinien (Brücken) zwischen E^^E^^E^ zu denken, 
längs welcher d^e Blätter zusammenhängen, einander durch- 
setzen. Diese Übergangslinien liegen vorläufig genau über- 
einander, doch können sie auch mit Beibehaltung ihrer End- 
punkte «i und Qt+i so verschoben werden, dafs etwa die 
Profilzeichnung Fig. 17 sich ergiebt. Wie aus den Figuren 
ersichtlich, bildet die erste Übergangslinie die Brücke 
zwischen E^ und -Bg, die zweite zwischen E^ und E^. 

'' -4 ': 



N •, 



Fig. 17. 

Bei der im Vorigen durchgeführten Konstruktion der zu 
einer bestimmten Grundgleichung F= gehörigen Fläche T 
ist noch manches willkürlich. Willkürlich ist die Gestalt 
der Sperrlinie zwischen den einzelnen Verzweigungspunkten, 
willkürlich die Reihenfolge, in der wir die Blätter auf- 
einander gelegt haben, willkürlich die Reihenfolge, in welcher 
die Sperrlinie 21 die Verzweigungspunkte verbindet. 

Den Umstand, dafs jede Abteilung der Sperrlinie bei 
Festhaltung ihrer Endpunkte willkürlich verschoben werden 
kann, wofern dabei kein Verzweigungspunkt überschritten wird 
und keine Abteilung sich selbst oder eine andere schneidet, 
benutzen wir, um eine von der vorigen etwas verschiedene 
Erzeugungsweise der Fläche T abzuleiten. — Wir denken 
uns die einzelnen Abteilungen von I soweit in der ^-Ebene 
nach derselben Seite hin verschoben, bis sie alle einen nicht 
singulären, sonst beliebigen Punkt z^ gemein haben. Die 
Sperrlinie S geht dann über in ein System von v Schnitten, 
die strahlenförmig vom Punkte z^ aus nach den v Ver- 
zweigungspunkten hinlaufen. An der neuen Sperrlinie, d. h. 
an den strahlenförmig von z^ nach a^,..a^ hinlaufenden 
Schnitten /^...^^ ist zugleich die Zuordnung der Wurzeln 
eine andere geworden. Trifil ein positiver Umlauf um % 
die Strahlen l^.. .1^ in der Reihenfolge 
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1 1 4 4 * * * U V 9 

Bo ist die Zuordnung der Wurzeln an U charakterisiert 
durch die Substitution 

29) S\ = SiST2,, 

welche auch die Permutation definiert, die ein positiver Um- 
lauf um den Verzweigungspunkt ai in der unzerschnittenen 
2:-Ebene herbeiführt. — Von den v Substitutionen S ist die 

erste S[ = S^^ die letzte Sl = S^2 1 , während sämtliche 
Substitutionen S', wie aus 2?) unmittelbar folgt, durch die 
Beziehung 

3?) S{S2...5;=1 

verbunden sind. 

Man kann sich nun die Fläche T auch in folgender 
Weise entstanden denken. In der 2: -Ebene ziehe man von 
irgend einem nicht singulären Punkte z^ aus nach den Ver- 
zweigungspunkten a^^.. ,a„ Linien l^. ..l^, die weder sich 
«eiber noch einander (aufser in z^) treffen, und schneide die 
r- Ebene längs dieser Linien auf. Die Aufeinanderfolge 
dieser l sei so gewählt, dafs ein positiver Umlauf um z^ die 
Ränder der Schnitte in der Reihenfolge 

- + -4- - + 
1 ^1 ^2 a • * • V ^v j 

überschreitet. Die den n Wurzeln «^ . . . «« entsprechenden 
Tabellenblätter E^,...En lege man nun so aufeinander, dafs 
die n Schnitte li{i = lj2...v) sich decken. Die Riemann'sche 
Fläche T entsteht dann, wenn man längs jedes Schnittes /« 
(x = 1, 2 . . . v) die Ränder von E^...En so verbindet, wie 
es die zu /« gehörige Substitution Sl angiebt. Ist z. B. 

s; = fi 2...«\ 

\Xj X^ • • • Xu/ 

.:so hefte man ^^ . . . £» resp. an E^^ . . . Ejc^ , so daüs ein 

positiver Umlauf um a« aus dem Blatte Ex in das Blatt 
E^^ führt. 

Die so entstehende Fläche T ist eine zusammenhängende. 
Wir können dies auch dadurch ausdrücken, dafs wir sagen : 
•die aus /Si...'So erzeugte Gruppe von Substitutionen 
ist transitiv. 
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Eine andere Eigenschaft der Substitutionen S' ist in 3?) 
enthalten ; diese Beziehung ist der Ausdruck dafür, dafs ein 
in der 2;-Ebene ausgeführter positiver Umlauf um den Punkt 
jsq jede Wurzel zu ihrem Änfangswerte zurückführt, dafs also 
ein in der Fläche T ausgeführter Umlauf um z^ schon nach 
einmaliger Umkreisung von z^ in das Ausgangsblatt zurück- 
führt. 

Die Konstruktion der Fläche T durch Heftung der 
Blätter E^,..E^ längs der strahlenförmig vom Punkte z^ 
nach den Verzweigungspunkten laufenden Schnitte l^...k 
ermöglicht einen bessern Einblick in die Natur der Ver- 
zweigungspunkte höherer Ordnung. Angenommen, der Punkt 
z = ai sei ein Verzweigungspunkt von der Ordnung iti = 6, 
so dafs im Punkt a^ diejenigen sechs Blätter von T zu- 
sammenhängen, auf denen der Wertinhalt der sechs Wurzeln 
«j . . . 5g ausgebreitet ist, die sich durch einen positiven Um- 
lauf um ^ = ai cyklisch permutieren. Ist 



V _ /l 2 3 4 5 6 7 . . . n\ 
'*~\2 3 4: 6 6 1 7 ...nj 



die dem Schnitte k zugehörige Substitution, so geht die 
Yariabele z bei jedem Umlauf in das nächstfolgende Blatt, 
mufs also sechsmal um ;e: = or^ herumlaufen, ehe sie wieder 
an ihre Ausgangsstelle zurückkehrt. Zu demselben Resultat 
kommt man aber auch, wenn man fünf einfache Ver- 
^weigungspunkte ^i, y« . . . ^5 annimmt, deren Verbindungs- 
linien l^, X3 . . . Aj^ mit Zq die Substitutionen : 

o,, _ /l 2 3 . . . n\ /l 2 3 4 . . . n\ 

^^~V213...n/' '^'-V3214...n/'-- 



o,,_/1234567...w\ 
'~V6234517...w/ 



entsprechen. Geht man von einem Punkte ß im Blatte E^^ 
aus, so führen, wie Fig. 18 zeigt, erst 6 Umläufe wieder in 
das Blatt E^ zurück, so dafs der Bingweg sich erst nach 
^ Umläufen schliefst. Jeder Umlauf führt dabei z aus einem 
Blatte in das nächstfolgende Blatt, genau wie bei dem Ver- 
2weigungspunkte a»- von der Ordnung 6. Läfst man die 
5 Verzweigungspunkte y, sowie die Schnitte l sich einander 
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nähern und schliefsIiGh zusammenfallen^ so bleibt alles nn- 
geändert. Wir haben daher den 

SfttZ IIP) Jeder Verzweigungspunkt von der Ord- 
nung ju läfst sich ansehen als äquivalent mit 
(JL — 1 einfachen Verzweigungspunkten. 




Pig. 18. 



• • 

Ändert man die Reihenfolge, in der die n Blätter E^.^.E^. 
aufeinandergelegt werden, so wird an dem Tabelleninhalt 
der Fläche T nichts geändert, dagegen wird die Art, wie 
sich die Blätter durchsetzen, eine andere. Ist z. B. ffirn = & 
die Zuordnung der Blätter Imks und rechts vom Verzweigungs- 
punkte ai gegeben durch die Substitutionen: 

^^-^ = U3215> ^^^=1541327' 
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80 erhält man, wenn die Blätter in der Beihenfolge 1, 2, Sj 4, 5 
aufeinandergelegt werden, für die Verbindung der Blätter 
links nnd rechts von a^ die Profilzeiehnungen Fig. 19 a) 

und b). 

^ ^ ^. 



y- 



£. 



yK 






Ej _ — . Ej 

Fig. 19&. 






4; ^ V' ^ i. 



N / \ y 



E. -' \V , B, 

E, -y ^^ E, 

Es y \ £, 

Fig. 19 b. 



\ / 

4^ y £, 

E, ^ / V ^ E, 



./ y 



4 A /\ E, 






Fig. 20 a. 
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Legt man dagegen die Blätter in der Reihenfolge 
1, 5, 2, 4, 3 aufeinander, so ergeben sich die Profilzeich- 
nongen Fig. 20 a) und b). — Die letztere Art der Anordnung 
der Blätter E^.,.E^ liefert, wenigstens für J^, eine über- 
sichtlichere Zasammenheftnng der Blätter, wie die erstere. 



N • 



i . >- 1 

E, -' E, 

Fig. 20 b. 

Den Umstand schliefslich, dafs die Reihenfolge, in welcher 
der Sperrschnitt 1 die Verzweigungspunkte verbindet, will- 
ktlrlich ist, werden wir später dazu benutzen, um wenigstens 
für den Fall nur einfacher Verzweigungspunkte eine über- 
sichtliche Normalform der Fläche T herzustellen. 



Die zur Grundgleichung jP = gehörige Fläche T ver- 
anschaulicht in greifbarer Form den Einflufs der Ver- 
zweigungspunkte auf die durch einen Ringweg in der 
2;-Ebene herbeigeführte Permutation der Anfangswerte der 
Wurzeln, von der bereits in § 3 die Rede war. 

In der einfachen ^-Ebene entspricht jedem Werte von 
z ein ganz bestimmter Punkt dieser Ebene; in der Fläche T 
dagegen gehören zu jedem Werte von z n übereinander 
liegende Punkte, in jedem Blatte von T einer. Ein Punkt 
von T ist also durch den daselbst vorhandenen Wert von z 
allein noch nicht bestimmt, sondern erst durch diesen Wert 
zusammen mit dem dort stattfindenden Werte von «; diese 
zwei zusammengehörigen, einen Punkt von T vollständig 
bestimmenden Werte von s und z mögen die Koordinaten 
dieses Punktes heifsen. 
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Beschreibt z in der -^-Ebene einen Weg l^ der von einem 
Punkte z = a nach einem Punkte z = b führt, so entsprechen, 
demselben in T, wenn l allen Verzweigungspunkten ausweicht,. 
n getrennte Wege /^ . . . /„, deren Anfangspunkte die n über- 
einander liegenden Punkte z = aj und deren Endpunkte die 
n übereinander liegenden Punkte z = b von T sind. Bezüg- 
lich dieser Endpunkte sind 2 Fälle zu unterscheiden: 

1 9) Der Weg l geht nicht durch die behufs Konstruktion, 
der Fläche T angelegte Sperrlinie I hindurch. — In diesem 
Falle verläuft jeder der n Wege Z^ . . . Z„ ganz in dem Blatte, 
in dem er seinen Ausgang genommen hat. 

2 ?) Der Weg l geht durch 2 hindurch. — In diesem 
Falle endigen mindestens zwei der Wege l^ ...In auf einem 
andern Blatte, als dem, in welchem sie ihren Anfang ge- 
nommen haben. Schliefst sich z. B. dort, wo l die Linie ^' 
durchsetzt, das Blatt Ey, an £;. an, so geht Z« daselbst aus 
üx in Ex über. Da aber die n Endpunkte von Z^ . . . 4 so 
auf die n Blätter von T verteilt sind, dafs in jedem Blatte 
einer derselben liegt, so mufs es einen weiteren Weg i^ 
geben, der ebenfalls sein Ausgangsblatt verläfst und in E^ 
endigt. 

Fällt der Endpunkt b von l mit dem Anfangspunkte a 
zusammen, so geht l in einen Bingweg über, und man hat den 

SStZ IT?) Jedem Bingwege l in der ^-Ebene, deir 
allen Yerzweigungspunkten ausweicht, ent- 
sprechen in T w getrennt verlaufende Wege* 
l^...ln, die nicht immer Bingwege in T sind« 
Die Endpunkte von l^...ln bilden eine Per- 
mutation der Anfangspunkte, und die End- 
werte, die 8j^...Sn 3.n{ l^ ..* In erlangen, bilden 
dieselbe Permutation ihrer Anfangswerte. 

Aus diesem Satze ergiebt sich femer: 

SStZ T?) Ist T zusammenhängend, so kann man in 
der einfachen ^-Ebene stets einen Weg l so 
wählen, dafs ein beliebiger Weg K aus der 
Reihe der Wege Z^...^ in einem beliebigem 
Blatte Ef, von T endigt. 
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Von der zu einer irreducibelen Gleichung -F=0 ge- 
hörigen Fläche T haben wir bereits gesagt, dafs sie zu- 
sammenhängend ist. Es folgt das schon aus ihrer Konstruktion. 
Vielleicht ist es jedoch nicht ttberflttssig, einen formellen 
Beweis daf tbr zu liefern, und zu zeigen, dafs auch umgekehrt 
F == irreducibel ist, wenn T zusammenhängend ist. 

Angenommen, T zerfalle bei irreducibler Grundgleichung 
i?'=0, d. h. es mögen etwa die Blätter Z^, ...^^ unter- 
einander, aber nicht mit den andern Blättern E^^ij...E^ 
zusammenhängen. Dann wäre das Produkt 

(« — «l) . . . (« — 8^) 

in der einfachen 2;- Ebene einwertig, F=0 also nicht mehr 
irreducibel, was der Voraussetzung widerspricht. 

Wäre umgekehrt, bei zusammenhängendem T das Produkt 

(« — «i)...(« — «^) 

ein in « und z rationaler Faktor von F, so würde jeder 
Ringweg l in der 2:-Ebene diesen Faktor zu seinem Anfangs- 
werte zurtLckf Uhren, was nach Satz V?) dieses Paragraphen 
unmöglich ist. — Wir können daher den Doppelsatz aus- 
sprechen : 

SfttZ TI?) Ist jP=0 irreducibel, so ist T zusammen- 
hängend, und umgekehrt: ist Tzusammenhängend, 
so ist F=0 irreducibel. 

Bevor wir dazu übergehen, an einigen speziellen Bei- 
spielen die Konstruktion der Fläche T zu erläutern, bleibt 
uns noch ein Punkt zu erledigen. — In den bisherigen 
Ausführungen haben wir, wenn der Wert 2: = 00 in Betracht 
kam, stets von dem 00-fernen Punkte der e-Ebene 
gesprochen, also angenommen, dafs alle 00 vielen ver- 
schiedenen Richtungen, die von einem Punkte der ;s-Ebene 
aus ins Unendliche führen, in demselben Punkte konvergieren. 
Dieser Annahme liegt die Vorstellung zu Grunde, dafs die 
;?-Ebene im Unendlichen geschlossen, etwa eine Kugel von. 
00 grofsem Radius ist. Zu derselben Vorstellung über das Un- 
endlichferne kann man aber auch auf folgendem Wege gelangen. 
Denkt man sich eine Kugel von beliebigem endlichen Radius r, 
welche die r-Ebene im Punkte z = Q berührt, und projiziert 
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man alle Punkte der .s-Ebene von dem diesem BerUhnmgs-' 
punkte S^ diametral entgegengesetzten Eugelpunkte N aus^ 
4S0 weist jeder Projektionsstrahl einem Punkt der z-Ebene 
einen und nur einen Punkt der Kugelfläche zu, und die un- 
endlich fernen Gebiete der ^-Ebene haben ihre Projektion in 
dem einen Punkte N. 

Diese Projektion der 2^-Ebene auf die Oberfläche einer 
Kugel vom Radius r, welche man wohl auch als Trans- 
formation mit Hilfe reciproker Radien Vektoren vom 
Inversionscentrum N aus bezeichnet, führt unmittelbar zu 
einer Umformung von T, welche diese Fläche der An- 
schauung näher rückt, indem sie dieselbe durch ein Flächen- 
Gebilde im dreidimensionalen Räume ersetzt. — Projiziert 
man jede der w- Ebenen von T auf eine sie im Punkte z=zO 
berührende Kugelfläche von konstantem Radius, so entsteht 
•ein System von n konzentrischen, unendlich nahe bei ein- 
ander liegenden Kugelflächen, die sogenannte Riemann'sche 
Kugelfläche. Die Blätter dieser Fläche durchsetzen sich 
ebenso wie die ebenen Blätter von T, und den Durch- 
setzungslinien läfst sich stets eine solche Gestalt geben, 
dafs sie auf der Kugelfläche Bogen gröfster Kreise sind. 
Den n 00 fernen Gebieten von T entsprechen n übereinander 
liegende Punkte der Kugelfläche, die n cx)- benachbarten 
Inversionscentren. 

Zur Erläuterung der Ausführungen dieses Paragraphen 
mögen einige Beispiele vorgeführt werden, wobei wir uns 
an die erste, auf dde Zuordnung der Wurzeln an der Sperr- 
linie U sieb stützende Konstruktion von T halten. 

Beispiel 1?) Die schon früher (§ 4, Beisp. 3?) be- 
trachtete, durch die Gleichung 

«• — (z — a^) {z — a^) . ..{z — «2«) = 

definierte algebraische Funktion a von z besitzt Ver- 
zweigungspunkte an den Stellen z = a^^a^ ... «24 der 
2;-Ebene. Läfst man S die Yerzweigungspunkte in dieser 
Reihenfolge verbinden, so ist längs aller Abteilungen 
i:,, -T^, . . . 2^23-2 von S die Zuordnung der Wurzeln gegeben 
durch die identische Substitution 

^^^^=(1 2)' (x = l,2...?-l), 

Landfriedt, Theorie d. algebr. Punkt. 6 
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und längs der Abteilungen i:,,!*,, ... 2*24-1 durch die 
Substitution 



Ä 



2x 



-^"=(2 1)' (x = l,2. ..(/). 



Um die zur Funktion a gehörige Fläche T zu erhalten, 
hat man daher nur die zwei Blätter E^^E^, welche den 
Wertevorrat von je einer der zwei Wurzeln «j, «, enthalten, 
längs 2*^, 2*3, ... 229-1 zusammenzuheften. — Die entstehende 
Fläche Tist die Fläche der hyperelliptischen Funktionen. 

Beispie L 2?) Die durch die Gleichung 

s^^z^— 1 = 
definierte Funktion a besitzt Verzweigungspunkte nur an den 

Stellen z = l, a^a^j (a = ö""f""ö"^^ )• ^^^ ^^^ ^ 

§ 4, Beispiel 5 ?) Entwickelten folgt, wenn 2 die Verzweigungs- 
punkte in der Reihenfolge 1, a, a* verbindet : längs der von 
1 nach a führenden Abteilung 2^ von 2 ist die Zuordnung: 
der Wurzeln «i,«a,«8 gegeben durch: 

c _ /l 2 3\ 

'^i — V2 3 1/ » 

längs der von a nach a^ gehenden Abteilung 2^ von 2 durch r 



S _ /l 2 3\ 
^» ~ V3 1 2^ • 



Der Zusammenhang der Blätter £,, E^^ E^ wird also längs 
1^ und 2^ dargestellt durch die Profilzeichnungen Fig. 21a 
und b. 

i . . 4 

i. ./ i. 

l P'^ 4 

Fit;. 21a. 

Ej ^ ^'^ ' 'i 

i, , '' '"-^ £x 

Fig. 21 b. 
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Beispiel 3?) Es sei s definiert durch 



-f: 



(z — g^) (z — Og) 



Nach dem früher (§ 4, Beisp. 4?) Ansgeführten hat « Ver- 
zweigungspunkte an den Stellen z = aj^j a^, 6j, b^. Ver- 
bindet 2 die Verzweignngsponkte in dieser Reihenfolge, so 
liefern die Substitutionen: 

o _ /l 2 3\ o _ /l 2 3\ ^ _ ^ 
* ~ V2 3 1/ ' « — V3 1 2/ ' 8 ~ 1 

die Zuordnung der Wurzeln längs I^y I^, I^, und die Profil- 
zeichnungen Fig. 21a resp. b stellen den Zusammenhang 

der Blätter £^, E^, E^ längs a^a^, \^9J ^^^V- S ^i ^^- 

Verbindet S die Yerzweigungspunkte in der Reihen- 
folge (^i, b^j a^, b^, so ist längs der von 5^ bis a^ gehenden 
Abteilung von I die Zuordnung der Wurzeln durch die 
identische Substitution gegeben, während den Abteilungen 

^1 ^19 ^2 K ^^ Substitution 

c _ c _ /l 2 3\ 
'^i — *^8 — ^2 3 1/ 

entspricht. — Die Heftung der Blätter von T ist also bei 
der letzteren Anordnung der Yerzweigungspunkte einfacher, 
wie bei den ersteren. 

Aufgabe: Es soll die zur Grundgleichung 

8zs^ + 3(l — z)8-\-{l — z) = 

gehörige Fläche T konstruiert, und angegeben werden, wie 
sich die Zusammenheftung der Blätter ändert, wenn die 
Reihenfolge, in welcher I die Verzweigungspunkte z= — 1, 
0, -f" 1 verbindet, geändert wird. 



§12. Die Algebraischen Funktionen der Erlasse; 
ihre Residnen und Ordnungszahlen. 

Die durch die Orundgleichnng F=0 definierte al- 
gebraische Funktion s von z ist eindeutige Funktion des 
Ortes in der zu F=0 gehörigen Fläche T; sie ist aber 

6* 
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nicht die einzige Funktion, der diese Eigenschaft zukommt, 
denn, wie unmittelbar ersichtlich, läfst sich jede rationale 
Funktion von s und z der Fläche T eindeutig zuordnen. — 
Wir nennen mit Riemann jede Funktion, die eindeutige 
Funktion des Ortes in T ist, verzweigrt wie die Fläche T. 
Die Gesamtheit dieser glelehverzwelgrten Funktion bildet 
eine Klasse, und wir nennen deshalb eine wie T verzweigte 
Funktion auch kurz eine Funktion der Klasse. — Über 
diese Funktionen der Klasse, zu denen jedenfalls die ratio- 
nalen Funktionen von s und z gehören, leiten wir im 
Folgenden eine Reihe äufserst wichtiger Sätze ab. 

SfttZ I?) Jede Funktion a der Klasse, die in 7 nur 
zu endlicher Ordnung und nicht unendlich oft 
unendlich wird, ist eine algebraische Funktion 

von z. 

Beweis : Bezeichnen a^, a, . . . a» die Werte von <; in n 
übereinanderliegenden Punkten von T, so ist 

f^(t — a^){t — a^)... {t — an) 

wo ^ einen fest, aber willkürlich angenommenen Parameter 
bedeutet, eine in der einfachen -^-Ebene einwertige Funktion 
von z. Die Koeffizienten ^^ , . . . ^4» sind daher, wegen der 
Willkürlichkeit von t, ebenfalls einwertige Funktionen von ^, 
und überdies, infolge unserer Voraussetzung über das Un- 
endlichwerden von a, sogar rationale Funktionen von z. 
Die Werte (r^, ...dn sind also Wurzeln einer Gleichung: 

in der die Koeffizienten rationale Funktionen von z sind, 
d. h. a ist eine algebraische Funktion von z. 

Satz 11^) Jede Funktion a der Klasse, die in T 
nirgends unendlich wird, ist eine Konstante. 

Beweis: Die Koeffizienten A^^.^A^ der algebraischen 
Gleichung : 

o» -f- ^1 a~~i -f- . . . -f ^„ = 0, 

welche a mit z verbindet, sind symmetrische Funktionen 
der Wurzeln a^ . . . a» dieser Gleichung. Werden also a^ . . . a» 
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in T nirgends unstetig, so werden auch A^... A^ nii^nds 
unstetig, nnd sind daher, als einwertige Funktionen von z^ 
konstant, a^ . . . a« sind folglich eb^alls k(Histant, und 
zwar hat a^ in E^ überall denselben konstanten Wert, 
ü^ VEL E^^... a^m En. Da femer die Blätter E^.. .E^^ 
längs der Verzweigungsschnitte alle zusammenhängen und 
dort stetig in einander tibergehen, so haben 9, . . . <r» den- 
selben konstanten Wert, d. h. a ist konstant, w. z. b. w. 

Satz III?) Jede Funktion a der Klasse läfst sieh, 
wenn sie in T nur zu endlicher Ordnung und 
nicht unendlich oft unendlich wird, als 
rationale Funktion von s und z darstellen. 

Beweis: Es seien {Tj, a, ...a» die Werte von a in n 
ttbereinander liegeliden Punkten von T, «^, «, . . . «» die Werte 
Ton 8 in denselben n Punkten. Bildet man dann*) mit dem 
fest, aber willkürlich angenommenen Parameter t, die Funktion 

WO F'{8xjz) den Wert von — ^^ für t = 8^ bezeichnet, 

so ist 

2?) V^ («x) = öTx, (x = 1, 2 . . . n). 

Diese Funktion \p{t) betrachten wir in ihrer Abhängigkeit 
von t und z. 

Wie aus 1 ?) hervorgeht, ist xp (t) ganze Funktion von t 
vom Höchstgrade n — 1, läfst sich also darstellen in der 
Form: 

3 ?) V; (e) = Ä -f- Äi . « + . . . + Ä« _ 1 . <• - S 

wo i2, i?j . . . 22» Funktionen von z sind. — Aus 2?) und 3?) 
ergeben sich die n Formeln: 

a, = i? 4. Äj . «^ -f . . . -f i?H-i . «;-!, (x == 1, 2 . . .n), 

die zusammen die eine Gleichung 

4?) a = Ä + Äi. « + ... + An- 1.«*-' 



*) Ghristoffel. Briosohi's Annalen £d. X. 1880. 
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liefern, in der nur noch die Koeffizienten R^ R^y ... R^^i 
als Funktionen von z zu untersuchen sind. 

Labt man in der einfachen ^-Ebene die Variabele z 
einen geschlossenen Weg beschreiben, der allen Singularitäten 
von 8 ausweicht, so bilden (Satz IV?, § 11) die Endwerte 
Yon «^ . . . «« eine Permutation der An&ngswerte, und die 
Endwerte der a^^ ... On, gemäfs 2 ?), dieselbe Permutation 
ihrer Anfangswerte. Die n Summanden 

(f, F{t, z) 



F'{8^,Z) t — 8^ 

von tjiit) erfahren daher durch diesen Ringweg von z nur 
eine Änderung ihrer Reihenfolge; ihre Summe iip(t) kehrt 
also, wenn z zu seinem Ausgangspunkte zurückkehrt, zu 
ihrem Anfangswerte zurtLck, d. h. tp {t, z) ist einwertige 
Funktion von z. Da dies unabhängig vom Werte von t der 
Fall ist, so sind auch iZ, R^ ...R^-i einwertige Funktionen 
von Zy und wegen unserer Voraussetzung flber das Unendlich- 
werden von a sogar rationale Funktionen von z. — Die 
Formel 4?) stellt also a dar als ganze Funktion von 8 und 
rationale Funktion von z. Bringt man diese Formel in die 
Gestalt: 

""= —s ' 

WO P, Pj ... Pn - 1, Ä ganze Funktionen von z bedeuten, so 
kann man mit Hilfe der Grundgleichung P=0 in Zähler 
und Nenner dieses Ausdrucks höhere Potenzen von 8 ein- 
führen, und erhält a ausgedrückt als rationale Funktion von 
8 und z. — Damit ist der Satz bewiesen.*) 

Gemäfs dem eben bewiesenen Satze ist die G^samt- 
klasse der algebraischen, wie T verzweigten Funktionen 
identisch mit der Gesamtklasse aller rationalen Funktionen 
von 8 und z. 

Es sei nun t irgend eine algebraische Funktion der 
Klasse, z = a ein Punkt der Fläche T; in der Umgebung 
dieses Punktes läfst sich t in eine Potenzreihe entwickeln, 



•) Einen anderen Beweis giebt Herr Prym, Grelle 1877« 
:. 251-1 



pag. 251—261. 
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1 1 

jdie nach Potenzen von (z — a) oder (z — a)f^ oder — fort- 

z 

schreitet, je nachdem der Punkt a ein gewöhnlicher Ponkt 
oder ein Verzweigungspunkt von der Ordnung fi von T ist, 
oder auf einem der Blätter von T im Unendlichen liegt. 
Jede dieser Potenzreihen hat ihr bestimmtes Eonvergenzgeblet 
und ist innerhalb dieses Gebietes unbeschränkt integrierbar, 
>d. h. fttr das Innere eines jeden solchen Eonvergenzgebietes 

erhält man das Integral J=ftdz^ indem man die ent- 
sprechende Reihenentwickelung von t gliedweise integriert. 
•In diesen Potenzreihen fassen wir besonders die etwa darin 
vorkommenden Glieder ins Auge, die von der Form 

oder — 



a z 



«ind, und daher zu j rdz einen Beitrag 

adz , , X j / CLdz . 

= a . log {z — a) oder 1 = aAogz 




a 




liefern. Ein solcher Beitrag wird für z = a^ resp. z= co 
unendlich ; aber diese Art des Unendlichwerdens ist gänzlich 
Terschieden von der der Funktion t selbst. Während r 
nur algebraisch (oder polar) unstetig wird, wird «7, sobald 
4ie Entwickelung von r Glieder von der angegebenen Form 
enthält, für 2? = er resp. z= cx> unendlich wie log {z — a) 
resp. log ^, also unendÜch wie eine transcendente Funktion. 

Wir sagen dann: J=.fTdz wird für z=a^ resp. ^=oo 
logarithmisch unstetig. Zugleich ergiebt sich, dafs J nur 
dann fttr z=a oder 2; = oo logarithmisch unstetig wird^ 
wenn die Entwickelung von r in der Umgebung dieser 
Punkte Glieder mit dem Nenner {z — a) oder z aufweist 

Versteht man nun mit Cauchy unter dem Residuum 
Res (a) einer Funktion /(2:) in einem Punkte z=^a 
den Wert des Integrals 



f{z).dz, 
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wo der Integrationsweg in positiver Richtung um den 
Punkt a herumläuft, bis er sieh schliefst, so erhält man, 

wew man die Beihenentwickelung von J=jvdz bertlck- 
siobtigty je nachdem ^ = a ein gewöhnlicher Punkt von T 
ist, oder ein Verzweigungspunkt von der Ordnung ^, oder 
auf einem Blatte £« im Unendlichen liegt: 

Re8(a) = a, 
Res (a) = fi a, 
Res( oox)=— a. 

Dieselben Gröfsen nennen wir auch die Gewichte G der 
logaritbmischen Unstetigkeiten des Integrals der 

Klasse jvAz an den betreffenden Stellen. Mit Einfflbrung- 
dieser Bezeichnung ist:. 

1?) fttr einen gewöhnlichen Punkt z=^ai 

a _ G{a) 
z — a z — a ' 

2?) fttr einen Verzweigungspunkt 2; = o von der Ord- 
nung [i\ 

_ 1 g(a) 

z — a /u ' z — a ' 

3?) fttr z = 00^: 

g _ G(co^) 
z z 

Bezeiehnet man daher mit Jacobi in der Reihen» 
Mtwickelung f=j:Cr.q>^ einer Funktion / nach Potenzen 
¥011 9), den Koeffizienten Cr des Gliedes Cr qf symbolisch mit 

flo M&ält man, den yorigen diei FSll«ii ent^rechend: 



1?) Reg («) = ö (a) = ^ 



)^j^dz = \r\_^ 



(a ein gewöhnlicher Punkt von T), 
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1 



2?) Res(a)=6?(a) = -^^-^./ Tdz = .\T 



27t i 




1 ' 



« — a 



(a ein Verzweigungspunkt von der Ordnung ix\ 

39) Res(oo^)=ö(oo,) = ^^./ird^ = — |t|^. 

Enthält die Entwickelang von t an einer Stelle 2: = a oder 

z=i(x>x kein Glied von der Form oder — , so hat 

z — a z ' 

% an dieser Stelle kein Residuum, oder genauer: das Re- 
sidnam von t an dieser Stelle ist = 0. 

Ftlr die Residuen einer algebraischen Funktion t, oder 
die Gewichte der logarifhmischen Unstetigkeiten des Integrals 

der Klasse /rd^ gilt der wichtige: 

SfttZ IT?) Die Summe aller Residuen einer alge- 
braischen Funktion % der Klasse ist stets 
gleich Null, 

oder t 

Die Summe der Gewichte aller logarith- 
mischen Unstetigkeiten eines Integrals l%dz 
der Klasse ist stets gleich Null. 

Beweis:^) Um sämtliche Residuenpookte (EHukkte, ia 
denen % ein Residuum besitzt), von t in T denken wir uns, 
in hiureiekender Nähe derselben, Kurven angelegt, die sieh 
schlieXsen. Ist der Residaenpunkt ein im Endliehen gelegener, 
schlichter Punkt von 7, so läuft die Kurve einmal um ihn 
herum; ist der Residuenpunkt ein Yerzweigungspunkt, in 
dem II Blätter von T zusammenhängen, so läuft die Kurve 
/i-mal um ihn herum, bevor sie sich schliefst; ist endlich 
der Residuenpunkt der unendlich ferne Punkte oo^ des 
Blattes Ejt^ so läfst sich fflr die Kurve ein Kreis T^ nehmen, 
dessen Radius so grofs gewählt ist, dafs sämüiclie im Endr 
liehen von E^ gelegenen Unstetigkeitsstellen und Ver- 

*) Dieser Beweis ist einer Yoriesung von Christof fei über 
Abel'sche Funktionen entnommen. 
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zweigangsponkte innerhalb desselben liegen. Ein positiver 
Umlauf um oo« ist dann nichts anderes als ein negativer 
Umlauf um das Innere -Ei von r^. 

Diese Kreise r« denken wir uns nun in allen Blättern von 
T angelegt und die Fläche T längs derselben durchgeschnitten. 
Die unendlich fernen Gebiete von T geraten dadurch in 
Wegfall. Aus dem übrig gebliebenen endlichen Stücke T^ 
von T heben v^ir auch noch alle Unstetigkeitsstellen von t 
und alle Verzweigungspunkte heraus (nicht nur diejenigen, 
die Residuenpunkte von t sind), indem wir T^ längs ge- 
schlossener Kurven durchschneiden, die diese Punkte in un- 
mittelbarer Nähe umlaufen. Es entsteht dadurch ein end- 
liches, zusammenhängendes Flächenstück T«, in dem keine 
Singularitäten und keine Residuenpunkte von t mehr liegen, 
und das zu Randkurven die äufseren Ränder aller um die 
Unstetigkeitspunkte und Verzweigungspunkte laufenden ge- 
schlossenen Schnitte und die inneren Ränder der Kreis- 
schnitte Fjt besitzt. Da nun Randkurven, die keinen Re- 
siduenpunkt von T einschliefsen, zur Residuensumme S von 
^ keinen Beitrag liefert, so ist 



S = — 



2 7ti 




wo die Integration sich in positiver Richtung über alle 
Randkurven von To erstreckt. Um dieses Integral ausführen 
zu können, denken wir uns 7o auch noch durchgeschnitten 
längs aller Verzweigungslinien, in denen die Blätter E^. ..E^ 
zusammenhängen. To zerfällt dadurch in n einblättrige, 

endliche Stücke -B? . . . EJ, innerhalb deren keine Singu- 
laritäten von T mehr vorkommen. Für ein jedes solches 

Stück El ist daher, nach einem Satze von Cauchy: 



und folglieh auch 




T dz = 0, 






27ti x«l 1 iPO 
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Diese Integralsumme setzt sich aus zwei Beträgen zu- 
sammen: der eine Summand ist 



t dz = — S, 



2 7ri , 






der andere rtthrt von den Bändern der Verzweigungsschnitte 
her und« ist, wie man leicht einsieht, gleich Null. Man 
erhält daher schliefslich : 




,0 27t i 




xdz = -^^——r I Tdz = — aS = 0, d. h. S=0, 



Aus Satz IV?) ergiebt sich: 

Die Anzahl der Besiduen einer algebraischen Funktion 
der Klasse ist entweder = oder > 1, nie = 1. Ist 
speziell die Anzahl der Besiduen gleich 2, so müssen diese 
Besiduen entgegengesetzt gleich sein. — Dasselbe gilt von 
den den Besiduen gleichen Gewichten. 

Dieses Besultat ist die Erweiterung eines Satzes aus 
der Lehre der einwertigen, doppelperiodischen Funktionen. 

Für die algebraische Funktion s von z haben wir früher 
bewiesen, dafs sie als Funktion von Zj d. h. in der Fläche 
T, nur eine endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen besitzt 
und in diesen Stellen nur zn endlicher Ordnung oo wird. 
Dies überträgt sich, auf Grund der Sätze dieses Paragraphen, 
unmittelbar auf jede algebraische Funktion t der Erlasse und 

gilt also auch von der Funktion — . Die Unstetigkeitsstellen 

1 ^ 

von - - sind aber die Nullpunkte von r; wir können somit 

auch sagen : jede algebraische Funktion t der Klasse besitzt 
in T nur eine endliche Anzahl von NuUpunkten und wird in 
diesen Punkten nur zu endlicher Ordnung Null. 

Wir definieren nun: als unendlich kleine Gröfse 
erster Ordnung sehen wir in einem gewöhnlichen Punkte 



z=^Zq von T die Gröfse: 



^0^ 
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in einem Verzweigongspiinkte z = ^ von der Ordnung fi 
die Gröfse i_ 

für 2:= 00 die Gröfse — an. 

z 

Ist dann: 

für z = z^\ % = {z — z^A-\- A^{z — z^'^^ . . \ 

„ 5^=00: ir = ^— ^[^4-.:^ + ...], 

wo die ^ :^ und die Exponenten x, A, v positive oder 
negative ganze Zahlen sind, so nennen wir x, X, v die 
Ordnungszahlen von % in den Punkten 2: = 2:^,^,00 und 
sagen: t wird in diesen Punkten oder 00 zu den Ord* 
Bungen x^A, t^, je nachdem diese Ordnungszahlen positiv 
oder negativ sind. 

Es gilt nun der 

Sitz T?) Die Summe der Ordnungszahlen einer 
algebraischen Funktion % der Klasse ist stets 
gleich Null. 

Beweis : Die Funktion r- = — ^ — = — . -5— ist eine 

* dz % dz 

algebraische Funktion der Klasse; ihre Entwickelungen in 
Zf^ ^, 00 lauten : 

X , A 4- 2 J« (2: — 2o) + • • • 



A^A^(z — z,)^... ' 
1 i-M 

1 1 — -AC^ — ^ +••• 

__A_4. 

y , 2?" ' 

in2;==oo: Tj = 1- 



' ^+^+... 
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Die Ordnungszahlen von x, Xy v von t in den Ponkten 
Zo, ^, 00 sind also zugleich JKesiduen von r^ an diesen Stellen, 
und aufserhalb der Null- und Unstetigkeitspunkte von r 
besitzt r^ kein Besiduum. Die Summe sdler Ordnungszahlen 
von V ist daher gleich der Summe der Residuen von t^ in 
T, d. h. nach Satz IV?), gleich Null. 

Da einem Nullpunkte von t eine positive, einem Un- 
stetigkeitspunkte dieser Funktion eüie negative Ordnungs- 
zahl entspricht, so ist nach dem vorigen Satze die Summe 
der Ordnungen, zu denen t in der Fläche T Null wird, 
gleich der Summe der Ordnungen, zu denen ir in T gleich 
00 wird. Diese für ein gegebenes t konstante Sunmie der 
Ordnungen des Unendlich werdens heifst die Ordnung der 
Funktion r. 

Wird T in einem Punkte z = Zo von T gleich 0* resp. 
00^, so werden wir späterhin wohl auch sagen: in dem 
Punkte z = Zo liegen k Null- resp. Unstetigkeitspunkte erster 
Ordnung von t vereinigt. Mit Anwendung dieser Ausdrucks- 
weise läfst sich die Ordnung q von t auch wie folgt definieren: 

Die Ordnung q einer algebraischen Funktion r 
der Klasse ist gleich der Anzahl der vereinigt oder 
getrennt liegenden Punkte von T, in denen t zur 
ersten Ordnung unendlich wird. 

Unter Benutzung derselben Ausdrucksweise nimmt 
Satz V?) die Form an: 

SktZ Ya.) Eine algebraische Funktion t der Klasse 
wird in T ebenso oft Null wie unendlich. 

Beachtet man schliefslich, dafs die Funktion r — a 
(a = constans) an denselben Stellen und zu derselben Ord- 
nung wie r unendlich wird, also dieselbe Ordnung wie t 
besitzt, so ergiebt sich der 

SttZ YI?) Eine algebraische Funktion r der Klasse 
von der Ordnung q nimmt jeden bestimmten 
konstanten Wert u in q vereinigt oder getrennt 
liegenden Punkten von T an. 
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§ 13. Beziehnngen zwischen algebraischen 
Funktionen der Klasse. 

Bis jetzt sind die durch die Gnmdgleichnng Fysyz) = 
yerbundenen Fnnktionen b und z der Klasse als Fundamental- 
funktionen der Klasse angesehen worden, durch die sich 
jede Funktion t der Klasse*) rational ausdrücken läfst. 
Wir nehmen nun irgend zwei andere Funktionen der Klasse 
S und Z, von den Ordnungen ^ und v^ und untersuchen 
die Frage, ob nicht, wie s und z^ so auch S und Z durch 
eine algebraische Gleichung verbunden sind, und ob irgend 
eine Funktion der Klasse sich auch durch S und Z dar- 
stellen läfst. Die Antwort wird eine bejahende sein. 

Wir untersuchen zuerst S als Funktion von Z. 

Zu dem Zwecke denken wir uns Z als komplexe 
Variabele in einer 2^Ebene, und sehen nach, wie £ sich 
ändert, wenn Z in dieser Z-Ebene Ringwege durchläuft. — 
Jedem Punkte Z= A der Z-£bene entsprechen v Punkte 
der Fläche T, in denen Z denselben Wert A besitzt Diese 
V Punkte liegen im allgemeinen getrennt in 7, und es 
fallen nur dann mehrere von ihnen an einer bestimmten 
SteUe von T zusammen, wenn an dieser Stelle die Differenz 
Z — A zu höherer Ordnung als der ersten Null wird. Es seien 

diejenigen Punkte der Z-Ebene, denen weniger als v Punkte 
von T entsprechen. Läfst man dann Z in der Z-Ebene 
einen Bingweg / beschreiben, der allen Punkten A^.^.A^ 
ausweicht, so entsprechen ihm m T v Wege /^ . . . /y, die 
allen Punkten ausweichen, in denen Z einen der Werte 
A^...ATt besitzt. Diese v Wege verlaufen also in T völlig 
getrennt und sehneiden sich nicht: ihre Endpunkte bilden 
auf jeden Fall eine Permutation ihrer Anfangspunkte» 

Sind jetzt S^, aS„ . . . S^ 

die Werte von S in den v Punkten Z=^A von T, so bilden 
wir das Polynom: 

Hfit) = {t — S^){t — S^)... {t — S,) 

*) Unter einer Funktion der Klasse verstehen wir von hier ab 
immer eine algebraische Funktion der Klasse. — 
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wo t ein yerfügbarer Parameter ist. Läfst man Z in der 
Z-Ebene einen Ringweg / dorchlanfen, der allen Punkten. 
A^...Aif ausweicht, so bilden die Endpunkte der diesem 
Ringwege entsprechenden Wege l^ ,..ly in T eine Per- 
mutation ihrer Anfangspunkte, und die Endwerte, die S in 
den Endpunkten dieser Wege erlangt, bilden dieselbe Per- 
mutation der Anfangswerte S^, . . . Sy. Der Ringweg l von Z 
führt also \p {t) zu seinem Anfangswerte zurück, d. h. \p {t) 
ist einwertige Funktion von Z, und dasselbe gilt, da t will- 
kürlich ist, auch von P^ , . . . A,. Da femer S als Funktion 
der Klasse in T nur zu endlicher Ordnung und nicht un- 
endlich oft unendlich wird, so gilt dies auch von xp (t). Als 
einwertige Funktion von Z ist daher xp {t) rationale Funktion 
von Zj und ebenso sind P^^,.,Py rational in Z. Setzt man 

P -9l p-9i. 

^\— qy-' ^^— Q^ 

y^o Qy Qi . . . Qv ganze Funktionen von Z sind, so erhält 
man für xp{t) den Ausdruck: 



^(,)^Q-^- + Q^t>-i^+... +Q 



J 



und es sind folglich S^...Sy die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung: 

Berücksichtigt man schliefslich, dafs S, als Funktion 
der Klasse von der Ordnung |U, denselben Wert in ^ Punkten, 
von T annimmt, dafs also einem Werte von S ^i Werte von 
Z entsprechen, so ergiebt sich der 

SfttZ P) Sind S und Z zwei beliebige Funktionen 
der Klasse von den Ordnungen (i und v, so^ 
besteht zwischen ihnen stets eine algebraische 
Gleichung von der Form: 

I?) r (i, i) = 0. 

Bemerkung: Sind 



96 n. Die Biemann'fldie Yensweigirngsfläclie T. 

die Gleichungen, welche S and Z rational durch % nnd z 
ausdrücken, so läfst sich die Gleichung !r=0 auffassen 
als Resultat der Elimination von und z zwischen den drei 
Gleichungen S = R^, Z=E^, F=0. Näheres hierttber 
in Kap. V. 

Die Grundgleichung F^s^z) =0, von der wir aus- 
gegangen sind, war irreducibel. Ist dies auch bei der 
Gleichung I?) der Fall? — In dieser Beziehung gilt der 

SStZ II?) Die Gleichung I?) ist stets und nur dann 
irreducibel, wenn es mindestens einen Wert 
Zq von Z giebt, für den die v entsprechenden 
Werte S^, ...S^ von S ungleich sind. 

Beweis 1^) Es seien für Z=Z^ die Werte S^,..S^ 
alle von einander verschieden, Wir zerlegen dann das 
Polynom xp(t)=^{t — aSJ . . . (< — Sy) auf beliebige Weise 
in zwei Faktoren: 

ip (t) = ifj, {t) . xp^ (t), 

wo V'i W = (ß — S^) . . . (^ — Sx), 

sei, und untersuchen, ob ein beliebiger Bingweg in der 
Z-Ebene jeden dieser Faktoren wieder zu seinem Anfangs* 
werte zurückführt. 

In der Fläche T legen wir einen Weg l^ an, der von 
dem Punkte (S^, Zo) ausgeht, allen Punkten von T aus- 
weicht, in denen Z einen der früher erwähnten Werte 
-4j . . . -4fc annimmt, und in {Sx^ Zo) endigt. Diesem Wege 
entspricht in der Z-Ebene ein Ringweg Z, der vom Punkte 
Zo ausgeht, allen Punkten A^. . .Aj^ ausweicht und wieder 
in Zo endigt. Diesem Ringwege hinwieder entsprechen in 
r, aufser \ noch weitere v — 1 Wege /^ . . . 4. Der Ring- 
weg l führt dann t — S^ über in t — Sx^ während die 
anderen Wurzelfaktoren von xfj {t) auf eine nicht näher be- 
stimmte Weise ihre Reihenfolge vertauschen. Der Endwert 
von tjj^ {t) enthält also jedenfalls einen Faktor t — Sx^ den 
der Anfangswert nicht hatte. Der Ringweg l in der Z-Ebene 
führt daher \p^ {t) nicht zu seinem Anfangswerte zurück, 
d. h. kein Faktor xfj^ {t) von \j) {t) ist einwertige Funktion 
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von Z, oder tp{t) ist irredueibel. Die Gleichong I?) ist 
folglich ebenfalls irredueibel. 

2 9) Für jeden Wert von Z seien zwei oder mehr Werte 
aus der Reihe S^. , , Sy einander gleich. — In diesem Falle 
besitzen 

imd i/;'(0=^=v<— i + (i;-l)P,.r-2 + ,.. + P,_, 

einen gemeinsamen Teiler, dessen Grad in t jedenfalls < v 
ist. Dieser Teiler 

xfj{t) _ ^-f pie»--i+...+ P^ 

ist ganze Funktion von t und, da P^ ...P^ rationale Funktionen 
von Z sind, ebenfalls rationale Funktion von Z. tlj{t) ist 
also rational zerfällbar, d. h. die Gleichung I?) ist nicht 
irredueibel. 

Damit ist Satz II?) bewiesen. 

Ist die Gleichung I?) nicht irredueibel, so entsteht die 
Frage, in welcher Weise die irreducibeln Faktoren des 

Oleichungspolynoms T{SjZ) oder jp = —j- in dasselbe 

eingehen. Die Antwort hierauf liefert der 

Satz III?) Ist die Gleichung I?) nicht irredueibel, 
so ist ihr Polynom eine ganze Potenz eines 
irreducibeln Polynoms. 

Beweis : Es sei, in seine irreducibeln Faktoren zerlegt : 

und t/^i = (*— Si) (<— Äx), 

V^a = {t — Sfc + 1) ... (t — Sx) . . . {t — aS^), 

yjq = (t Sa - i) {t S^). 

Wie aus dem Beweis des vorigen Satzes hervorgeht, läfst 
sich in der Z-Ebene stets ein Bingweg l so anlegen, dafs 
Äj in Si, also irgend ein Wurzelfaktor t — aS^ von t^^ in 

Lftndfriadt, Theorie d. algebr. Fankl 7 
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einen beliebigen Wurzelfaktor t — Sx von \p^ übergeht. Da 
nach Yoraussetzang xp^ nnd i//, irredneibel sind and die 
höchse Potenz von t in xp^ und \p^ den Koeffizienten 1 hat^ 
so mufs daher xp^ identisch mit \p^ sein. Durch Wieder- 
holung dieser Schlufsweise ergiebt sich, dafs \p^ mit allen 
übrigen irreducibeln Faktoren von xp {t) identisch ist, 
dafs also 

ip = xp\ 

ist. Denkt man sich nun 'ip^{t) nach Potenzen von t ge- 
ordnet: 

und die rationalen Funktionen R^ . . . E^ von Z auf den 
gemeinsamen Nenner M gebracht: 



so 


erhält 


man: 


R,- 


Jjl£ , . . . -"-X 


M 




xp,{t)-. 


M. 


^ + 


il£, .<«-i + . 


• • 


M, 








M 












1 


„f^, [*C' 


z)Y 





M 



M^ 



wo l den höchsten Grad bezeichnet, zu dem die ganzen 
Funktionen M, M^ . . . M^ von Z in Z ansteigen. Hieraus, 
ergiebt sich schliefslich 

n?) ¥ {s, z) = [0 (s, z)]\ w. z. b. w. 

. Zwischen je zwei algebraischen Funktionen der Klasse 
S und Z von den Ordnungen f^ und v besteht also auf jeden 
Fall eine irreducibele algebraische Gleichung. Giebt es 
einen Wert von Z für den die v entsprechenden Werte voa 
S ungleich sind, so ist diese Gleichung in S vom Grade v, 
in Z vom Grade ^1. Giebt es keinen solchen Wert von Z, 
so ist die zwischen S und Z bestehende irreducibele Gleichung^ 
in aS und Z nicht mehr von den Graden v und ^,. sondern 
von den Graden 

V . u 
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wo q eine ganze Zahl bedeutet, die ]> 1, im allgemeinen 
nicht näher bestimmt ist nnd in v and ^u ohne Best aufgeht. 

An Satz III?) schliefsen sich unmittelbar folgende Be- 
merkungen an: 

1 ?) Sind V und fi relative Primzahlen, so ist q=\\ 
die 5 und Z verbindende irreducibele Gleichung ist dann 
in S vom Grade y, in Z vom Grade (i. 

2?) Ist die zwischen S und Z bestehende irreducibele 
Gleichung nicht von den Graden v und fi, und ist aufserdem 
eine dieser Zahlen, etwa y, eine absolute Primzahl, so mufs 
q=^v sein. Es ist dann 

xp (t) = {t—Sj)% d.h. S^ = S^ = ... = Sy. 

In diesem Falle ist S einwertige Funktion von Z, und da 
sie als algebraische Funktion von Z nur zu endlicher Ord- 
nung und nicht unendlich oft unendlich wird, auch rationale 
Funktion von Z. — Will man diesen Fall wirklich kon- 
struieren, so genügt es, für Z irgend eine Funktion der 
Klasse zu nehmen und für aS eine rationale Funktion von Z. 

Wir kommen nun zur Beantwortung der zweiten, ein- 
gangs dieses Paragraphen gestellten Frage, ob sich irgend 
eine Funktion r der Klasse, wie durch s und Zj so auch 
durch S und Z rational darstellen lasse. 

Zur Erledigung dieser Frage interpolieren wir t durch 
S mit Hilfe der Lagrange'schen Interpolationsformel: 

9^W-^^^ r(S„Z) * t-S, ' 

worin Tj, S^, ... t^, S^, . . . t^, Sy die Werte bezeichnen, die 
T, 6' in i' Punkten von T annehmen, in denen Z denselben 
Wert besitzt. Dieser Ausdruck q>(t) hat nur dann einen 
wirklichen Sinn, wenn 9' (S, Z) nicht für jedes Z Null wird, 
d. h. wenn nur ausnahmsweise für gewisse Werte von Z 
zwei oder mehr der Werte S^ . . . S» einander gleich werden. 
Unter dieser Voraussetzung, die, wie schon bewiesen, die 

Irreducibilität von 9 \S, z) = nach sich zieht, ist: 

q) (Sx) = Tj( für X = 1, 2 ... r. 

7* 
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Wir untersuchen nun qp(^) als Funktion von Z und als 
Funktion des willkürlichen Parameters t. 

1?) Setzt man, der Abkürzung halber: 

1 !P {t, Z) 
z ~ 

so dafs 



''~''-T^'r{S,Z)~''-^ 



x=l 



wird, so folgt : q ist rational in S und Z, wird also nur zu 
endlicher Ordnung und nicht unendlich oft unendlich. Letzteres 
gilt auch von der Funktion t der Klasse und daher gleich- 
falls von (Tj . ..Ov und von q> {t) selbst. 

Bezeichnet femer l einen Bingweg in der Z-Ebene, der 
Sj etwa in Sx überführt, so wird dabei zugleich r^ in tx 
übergeführt, und daher o^ in ox. Irgend ein Bingweg in 
der Z-Ebene bringt also nur eine Permutation der Summanden 
öTj . . . 0^ von q) (t) hervor und führt somit q) (t) wieder zu 
seinem Anfangswerte zurück, d. h. q> (t) ist einwertige Funktion 
von Z, und da sie aufserdem nur zu endlicher Ordnung und 
nicht unendlich oft unendlich wird, rationale Funktion vonZ. 

2?) Aus 

T{t, Z) = Q.(t — S^)... {t — S,) 

folgt: q> {t) ist ganze Funktion von t, und als solche höchstens 
vom Grade v — 1. Zusammen mit dem Umstände, dafs nach 
1 ?) qp (t) rationale Funktion von Z ist, liefert dies für q) (t) 
den Ausdruck: 






V 



worin L^^ , . , Ly^ M ganze Funktionen von Z sind. Gemäfs 
g)(Sx) = irx ergeben sich hieraus die y Formeln: 

-^1 • ^x "4~ • • • "T" Ly , ^ ^ 

^« = "~^ M ^~^ (x=l,2...v), 

welche mit der einen Gleicilimg 

m«) ^_ Jx--S'-' + A-'S-^+-. +A 



" * fc . » * 
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äquivalent sind. — Mit Hilfe der zwischen S und Z be- 
stehenden irredueibeln Gleichung I?) läfst sich dieser in S 
ganze, in Z rationale Ausdruck lU?) in einen in S und Z ratio- 
nalen Ausdruck umformen. Nennen wir daher zwei Funktionen 
S und Z der E^asse, die so geartet sind, dafs nicht für jeden 
Wert der einen Funktion Z zwei oder mehr der entsprechen- 
den Werte der andern Funktion S einander gleich werden, 
gegenseitig irreducibele oder irrationale Funktionen 
der Klasse, so können wir den Sdtz aussprechen: 

SfttZ lY?) Jede Funktion t der Klasse läfst sich 
darstellen als rationale Funktion von irgend 
zwei gegenseitig irredueibeln Funktionen /S, Z 
der Klasse. 

Aus diesem Satze, der eine Erweiterung von Satz III?), 
§ 12 ist, ergiebt sich schliefslich das wichtige Resultat : 

SfttzY?) Bezeichnen /S undZirgend zwei gegenseitig 
irreducibelen Funktionen von den Ordnungen fi 
und V aus der durch die irreducibele Grund- 
gleichung F\8, z) = definierten Klasse al- 
gebraischer Funktionen, so sind die zwei 

durch die irredueibeln Gleichungen F\8jz) = 

und T\S,Z) = definierten Funktionenklassen 
identisch. 

Auf diesem Satze beruht die Theorie der birationalen 
Transformationen. 



§ 14. Einfach nnd mehrfach zusammenhängende 

Flächen. 

Durch Einführung der Fläche T haben wir uns ein 
Gebiet geschaffen, innerhalb dessen jede algebraische Funktion 
T der Klasse sich wie eine eindeutige Funktion des Ortes 
verhält, innerhalb dessen also die das Studium dieser 
Funktionen erschwerende Vieldeutigkeit aufgehoben ist Für 
das Studium der Integrale der Funktionen der Klasse ist 
damit aber noch nicht alles Wünschenswerte geleistet. Läfst 
man z. B. die Variabele z in der Fläche T einen Bingweg / 
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beschreiben, und bildet man das Integral Lvdz, wo die 

Integration sich in positiver Richtung über / erstreckt, so 
wird der Wert dieses Integrals durch die Cauchy' sehen 
Residuensätze über einwertige Funktionen nur dann gegeben, 
wenn aufserdem feststeht, dafs l ein Stück A von T voll- 
ständig begrenzt, d. h. so begrenzt, dafs man von keinem 
Punkte von A zu irgend einem Punkte des übrig bleibenden 
Restes B von T gelangen kann, ohne den Ringweg / zu 
überschreiten. 

Dafs es in der That Ringwege l m T geben kann, die 
kein Flächenstück von T vollständig begrenzen, ist leicht 
einzusehen. Legt man nämlich in der zweiblättrigen Fläche 
der hyperelliptischen Funktionen (Beisp. 19), § 10), einen 
Ringweg l an, der ganz im Blatte E^ verläuft und die zwei 
Verzweigungspunkte a und a^ umschliefst, so schliefst dieser 
Ringweg kein Stück von T vollständig ein; denn man kann 
immer noch auf einem Wege, der l nicht überschreitet, von 
irgend einem Punkte innerhalb l nach einem beliebigen 
Punkte in E^ oder E^ gelangen. — Bei dieser speziellen 
Fläche Tsagt uns die Anschauung unmittelbar, wann ein Ring- 
weg in T ein Stück von T vollständig begrenzt, und wann 
nicht. Bei allgemeinen Flächen dagegen ist dies nicht mehr 
der Fall; dort kann uns über diese Frage die Anschauung 
allein nicht mehr Aufschlufs geben. Es mufs daher, bevor 
wir an das Studium der Integrale der Klasse gehen, eine 
allgemeine Theorie eingeschaltet werden, welche diesen 
Mangel an Anschaulichkeit bei der Fläche T wieder gut 
macht. Als Resultat dieser Theorie wird sich herausstellen, 
dafs die Fläche T durch gewisse in ihr anzulegende Schnitte, 
sogenannte Querschnitte, stets so umgeformt werden kann, 
dafs nach Ausführung dieser Schnitte jeder Ringweg ein 
Stück der Fläche vollständig begrenzt. 

Um den Gtlltigkeitskreis der im Folgenden abzuleitenden 
Resultate nicht unnötig einzuschränken, fassen vnr zunächst 
ganz allgemeine, beliebig gestaltete Flächen F ins Auge, die 
nur an folgende Voraussetzungen gebunden seien: 

1^) sie seien zusammenhängend, d. h. es sei möglich, 
von irgend einem Punkte von F zu irgend einem anderen 
Punkte von F zu gelangen, ohne aus der Fläche heraus- 
zutreten ; 
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2?) sie seien bilateral, d. h. sie mögen den Baum so 
in zwei Teile zerlegen, dafs es anmöglich ist, aas einem 
Teile in den anderen za gelangen, ohne dorch die Fläche 
hindorchzudringen ; 

3?) sie mögen sich nicht längs einer Linie in mehrere 
Blätter spalten oder isolierte Punkte besitzen, in denen 
mehrere Blätter zusammenhängen. 

In einer solchen Fläche sind drei Arten von Schnitten 
möglich : 

a?) Panktschnitte: Dieselben entstehen, wenn* man in 
F irgendwo einen Punkt a sich herausgenommen denkt; 
durch einen Punktschnitt wird F eine geschlossene Band- 
kurve erteilt. Wir werden im Folgenden dann noch von 
«inem Punktschnitte sprechen, wenn wir von a aus nach 
yerschiedenen Seiten hin Schnitte ziehen, die sich nicht 
schliefsen (Fig. 22, No. 1 und 2); immer aber ¥m:d der Fläche 
F durch einen Punktschnitt eine geschlossene Bandkurve 
-erteilt. 




Fig; 22. 



b?) Bückkehrschnitte: Ein solcher Schnitt entsteht, 
wenn man von einem Punkte der Fläche ausgehend, in F 
einen Schnitt anlegt, der zu seinem Ausgangspunkte zurück- 
kehrt. Ein Bttckkehrschnitt erteilt F zwei geschlossene 
BandkarveUi die zwei Bänder des Schnittes (Fig. 22, No. 3). 
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c?) Querschnitte: Dieselben entstehen, wenn man von 
einem Punkte einer Randknrve von F aus einen Schnitt 
ftthrty der wieder in einem Punkte einer Randkurve von F 
endigt. Ein Querschnitt ist also nur möglich, wenn f 
bereits mindestens eine Bandkurve besitzt. Es giebt drei 
Arten von Querschnitten: 

a!) An&ngs- und Endpunkt des Querschnittes liegen auf 
einer und derselben Randkurve (Fig. 22, No. 4 und 5). Ein 
solcher Schnitt vermehrt die Anzahl der Randkurven von 
F nm l. 

ß^) Der Querschnitt geht von einem Punkte einer 
Randkurve von F aus und endigt in sich selbst (Fig. 22, 
No. 6). Ein solcher Schnitt vermehrt ebenfalls die Anzahl 
der Randkurven von i^ um 1. 

/?) Der Querschnitt Q geht von einem Punkte einer 
Randkurve r aus und endigt in einem Punkte einer anderen 
Randkurve r' (Fig. 22, No. 7?). Ein solcher Schnitt ver- 
mindert die Anzahl der Randkurven von F um 1, da jetzt 
r, Q, / nur mehr eine Randkurve bilden. Wie leicht ein- 
zusehen, wird F durch einen Querschnitt dieser Art nie in 
Stücke zerlegt. — Wir werden einen solchen Querschnitt im 
Folgenden stets mit Q.i, die Querschnitte der zwei ersten 
Arten mit Q4.1 bezeichnen. Ein Q~i zusammen mit einem 
Rückkehrschnitt bildet einen Q^i. 

Werden in F mehrere Querschnitte hintereinander an- 
gelegt, so ist festzuhalten, dafs beim Ziehen eines Quer- 
schnittes die früher angelegten Querschnitte, ebenso wie die 
bereits ausgeführten Teile des Querschnittes selbst als zur 
Begrenzung gehörig zu nehmen sind. Ein folgender Quer- 
sclmitt kann also in einem Punkte eines früheren anfangen 
und auch endigen, oder auch in sich selbst zurückkehren. 
Stets aber endigt ein Querschnitt, sobald er einen schon 
befftehenden Rand von F trifft. Der in einem Zuge angelegte 
Schnitt 8 — 9 in Fig. 22 ist daher als aus den zwei Quer- 
schnitten ab, cd bestehend anzusehen. 

Wir untersuchen nun, welches der Einflufs der eben 
besprochenen Schnitte auf eine Fläche F von den oben an« 
gegebenen Eigenschaften ist — Von besonderem Interesse 
sind dabei für uns jene Flächen F, in denen durch jedeo^ 
Bingweg ein Stück von F vollständig begrenzt wird. Solche 
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Flächen heifsen, nach Riemann, einfach zusammen- 
hängend; Flächen, bei denen dies nicht der Fall ist, heifsen 
mehrfach zusammenhängend. Einlach zusammenhängend 
ist z. B. die Fläche eines Ejreises, die Fläche eines Rechtecks, 
allgemein jede ebene Fläche, deren Begrenzung aus einem 
sich selbst nicht schneidenden 
Linienzug besteht, femer so- 
genannte geschlossene Flächen, 
wie die Oberfläche einer Kugel, 
eines Ellipsoids, u. s. w. Mehr- 
fach zusammenhängend ist z. B. 
die zwischen den zwei Kreisen 
K und jKj in Fig. 23 liegende 
Bingfläche; denn ein den Kreis 
K umschliefsender Ringweg l 
bildet nicht für sich allein 
die vollständige Begrenzung pt^, ^s. 

eines Stückes der Ringfläche, 

sondern erst zusammen mit dem Kreise K oder dem 
Kreise K^, Ebenso ist die Mantelfläche eines Cylinders, 
eines Kegels, die Oberfläche eines ringförmigen Wulstes 
mehrfach zusammen hängend. 

Für einfach zusammenhängende Flächen gelten folgende 
Sätze : 

SfttZ F) Eine einfach zusammenhängende Fläche 
wird durch jeden Querschnitt in zwei voll- 
ständig getrennte Teile zerlegt, 

und umgekehrt: 

Wird eine Fläche F durch jeden Querschnitt 
in zwei völlig getrennte Teile zerlegt, so ist 
sie einfach zusammenhängend. 

Beweis: 1?) Angenommen, ein Querschnitt Q zerstückele 
F nicht; dann läfst sich ein Q^i anlegen, der von einem 
Punkte tt auf dem einen Rande von Q zu dem a auf dem 
andern Rande gegenüberliegenden Punkte ß führt. Durch 
Anlegen dieses Q^i wird F nicht zerstückelt; -P bleibt also 
auch zusammenhängend, wenn man den Schnitt Q wieder 
löseht. Thut man das, so geht Q. i über in einen Rückkehr- 
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schnitt, der F nicht zerstttckelt, und dies widerspricht der 
Voraussetzung, dafs F einfach zusammenhängend sei. 

2?) Angenommen, die Fläche jP, die durch jeden Quer- 
schnitt zerstückelt wird, werde durch einen Kttckkehrschnitt 
R nicht in Stücke zerlegt; dann läfst sich in F ein Q-i 
anlegen, der von R nach dem Rande von F geht, und F 
nicht zerstückelt. Dieser Q.i bildet dann mit R zusammen 
einen Q^-i, der jP nicht zerstückelt, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

Aus diesem Satze ergiebt sich, dafs wir eine einfach 
zusammenhängende Fläche auch wie folgt definieren können : 

HeflnlflOn: Eine Fläche i^heifst einfach zusammen- 
hängend, wenn sie durch jeden Querschnitt in 
Stücke zerlegt wird. 

Diese Definition legen wir von hier an zugleich mit der 
früher gegebenen zu Grunde. — Es gelten die weiteren Sätze: 

SfttZ II?) Jede einfach zusammenhängende Fläche 
hat nur eine Randkurve. 

Beweis: Besäfse F zwei Randkurven, so liefse sich 
zwischen ihnen ein Q-.i anlegen, der F nicht zerstückelt, 
was der Voraussetzung widerspricht, dafs F einfach zusammen- 
hängend ist. 

S&tZ in?) Eine einfach zusammenhängende Fläche F 
wird durch jeden Querschnitt in zwei einfach 
zusammenhängende Teile zerlegt, 

und umgekehrt: 

wird F durch einen Querschnitt in zwei ein- 
fach zusammenhängende Teile zerlegt, so ist 
F einfach zusammenhängend. 

Beweis: 1?) In F, das nach Voraussetzung einfach 
zusammenhängend ist, bildet jeder Ringweg für sich allein 
die vollständige Begrenzung eines Flächenstücks; dasselbe 
gilt also auch von jedem Ringweg, der ganz innerhalb eines 
«der zwei Stücke -4^, A^ verläuft, in die F durch einen be- 
stimmten Querschnitt zerlegt wird. 

2?) In 2^ denken wir uns neben dem Querschnitte Q^ 
der F in zwei einfach zusammenhängende Stücke zerlegt, 
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noch einen zweiten Querschnitt Q' angelegt. Für die Zer- 
f ällang von F ist es dann ganz gleichgültig, ob wir in F 
zuerst Q und hierauf Q', oder zuerst Q' und dann Q 
anlegen. 

Im ersten Falle zerfällt F, nach dem ersten Teile dieses 
Satzes, in 

3 + x 

einfach zusammenhängende Teile, wo x = 1 oder ist, je 
nachdem Q' den Querschnitt Q schneidet oder nicht. 

Im zweiten FaUe zerlegt Q' die Fläche F in höchstens 
zwei, d. h. in 1 -f- ^ Teile (A = oder 1), von denen jedoch 
nicht feststeht, ob sie einfach zusammenhängend sind oder 
nicht. Legt man hierauf Q an, so ist Q gleichbedeutend 
mit 1 -j- X Querschnitten, zerlegt also F in höchstens 
1 4" ^ + 1 + >^> oder genau in 

Teile, wo für l die Werte und 1, für ^ die Werte 
0, 1, 2 in Aussicht zu nehmen sind. Da diese Teile mit 
den auf dem ersten Wege erhaltenen 3-j-x einfach zu- 
sammenhängenden Teilen identisch sind, müssen auch sie 
einfach zusammenhängend sein und es ist 

3 + x = 2 + A + x — ^, 
d. h. 1 = X — ju. 

Letzteres ist aber nur möglich, wennA = l, ^ = ist, d.h. 
wenn der beliebig angelegte Querschnitt Q' die Fläche F 
in zwei Teile zerlegt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Der zweite Teil des eben bewiesenen Satzes läfst sich 
auch wie folgt aussprechen: 

SfttZ Illi^) Heftet man zwei einfach zusammen- 
hängende Flächen so aneinander, dafs durch 
Zerschneiden dieser Heftungen ein einziger 
Querschnitt entsteht, so erhält man eine ein- 
fach zusammenhängende Fläche. 

In dieser Form werden wir den Satz UI?) im nächsten 
Paragraphen anwenden. 
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Sitz IT?) Jede einfach znsammenhängende Fläche 
F wird dnrch n aufeinanderfolgende Quer- 
schnitte in n-f-1 einfach zusammenhängende 
Teile zerlegt, 

und umgekehrt: 

Zerfällt eine Fläche F durch n aufeinander- 
folgende Querschnitte in n-|-l einfach zu- 
sammenhängende Teile, so ist sie selbst ein- 
fach zusammenhängend. 

Beweis: 1?) Der Beweis ergiebt sich durch n-malige 
Anwendung des Satzes III?) 1?). 

2?) Der Beweis wird in ähnlicher Weise geführt, wie 
bei Satz 3?) 2?). — Wir denken uns aufser den n Quer- 
schnitten Qi • . . Qn noch einen weiteren, beliebigen Quer- 
schnitt Q' in F angelegt. Für das Schlufsresultat, d. h. 
fUr die Natur und Zahl der schliefslich in F entstehenden 
Stücke ist es dann gleichgültig, ob zuerst Q^. . .Q» angelegt 
werden und hierauf QS oder umgekehrt zuerst Q' und dann 

Vi • • • Vn» 

Legt man den Querschnitt Q' zuletzt an, so ist er, 
wenn er Q^ . . . <?« >^mal trifil, für 1 -|- v Querschnitte zu 
zählen. Durch die in der Reihenfolge Q^ . . . Qn^ Q' an- 
gelegten Querschnitte zerfällt also F in 

einfach zusammenhängende Teile. Legt man zuerst Q' in 
F an, so wird F zerlegt in 

1 -f A {1 = oder 1) 

Teile, von denen wir nicht wissen, ob sie einfach zusammen- 
hängend sind oder nicht. Legt man dann weiter Qi • • * Qn 
an, so sind diese n Schnitte für 

Querschnitte zu zählen, zerlegen also schliefslich F in höchstens 
oder genauer in 

l-|-i-|-n-|-v — ju 
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Teile, wobei fi einen der Werte 0, 1, 2, . . . n -|- y besitzt. 
Diese Teile sind identisch mit den anf dem ersten Wege 
erhaltenen «+l-[-l-(-i' einfach zusammenhängenden Teilen, 
and es ist daher 

oder 1-=A — fi. 

Letztere Gleichung kann, zufolge der für X und fi zulässigen 
Werte, nur erfüllt sein, wenn A = 1, /u = ist, d. h. wenn 
der beliebige Querschnitt Q' die Fläche F in zwei Teile 
zerlegt, i^ ist also einfach zusammenhängend, w. z. b. w. 

SfttZ T?) Verwandelt ein Querschnittsystem 
eine Fläche F in eine einfach zusammen- 
hängende, so macht jedes andere Quer- 
schnittsystem von gleich vielen Quer- 
schnitten, das F nicht zerstückelt, F 
ebenfalls einfach zusammenhängend. 

Beweis : Es sei Qj . . . Qn ein Querschnittsystem, das jP 

einfach zusammenhängend macht, 

Q'i . . . Qn ein Querschnittsystem, das F 
nicht zerstückelt. 

Trifft das System Ql . . . Qn x-mal das System Q^ ... Q«, 
so wird jP, wenn man zuerst Q^ . . . Qn nnd dann Ql . . . Qi 
ausführt, in 

1 -{-n-^x 

einfach zusammenhängende Teile zerlegt. — Führt man 
zuerst Q[. . .Qn und hierauf Q^ ... Qn aus, so zerfällt F 
in dieselben l-f-^-f-x einfach zusammenhängende Teile. 
Kach Anlegung von Qi • . Qn zählt aber das System Qj . . . Q» 
für n-f-x Querschnitte. Die Fläche F wird daher durch 
Q' . . . Qn in eine Fläche F^ verwandelt, die durch w -j- x 
Querschnitte in 1 -\-n-\-ii einfach zusammenhängende Teile 
zerlegt wird; F^ ist also, nach Satz IV 9) einfach zusammen- 
hängend, w. z. b. w. 

SfatZ VI?) Läfst sich eine Fläche F in eine ein- 
fach zusammenhängende verwandeln, so 
ist die Anzahl der Querschnitte, durch 
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welche dies erreicht werden kann, eine 
für diese Fläche unveränderliche, kon- 
stante Zahl. 

Beweis: Angenommen, F werde einfach zusammen- 
hängend gemacht 

1?) durch Q^... Q«, 

2?) „ Qi'...q;, q;+i,...q;+v (v^i). 

Nach dem vorigen Satze müssen dann schon Q[. .,Qnj die 
F sicher nicht zerstückeln, F einfach zusammenhängend 
machen; F würde also einfach zusammenhängend 
1?) durch Q[..,Q;„ 

2?) „ Ql*"Qnj Q»+l • • . Qn+r> 

d. h. in der durch Q/ . . . Q« einlach zusammenhängend ge- 
machten Fläche wäre noch v (^ 1) Querschnitte möglich, 
die diese Fläche nicht zerstückeln. Dies steht in Wider- 
spruch mit der Definition der einfach zusammenhängenden 
Flächen; v mufs also =0 sein, w. z. b. w. 

Die für eine gegebene Fläche F konstante Anzahl von 
Querschnitten, durch welche diese Fläche einfach zusammen- 
hängend gemacht wird, spielt eine ftmdamentale Rolle in den 
Ausführungen der folgenden Paragraphen. 

Wir wenden zunächst die vorhergehenden Sätze auf die 
Biemann'sche Fläche T an. 
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Fläche T. 

Wir weisen zunächst nach, dafs T sich durch Quer^ 
schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- 
wandebi läfst. 

Zu dem Zwecke denken wir uns T entstanden durch 
Zusammenheftung der n Blätter E^,. .E^ längs Schnitten, 
die strahlenförmig von n in den n Blättern E....E^ über- 
einander liegenden Punkten Fj^,..P^ nach den Verzweigungs- 
punkten von 8 laufen; ist hierbei ein Yerzweigungspunkt a« 
von 8 kein Verzweigungspunkt für die Wurzel s^^ deren 
Wertvorrat im Blatte E^ ausgebreitet liegt, so geht in Ejc 
kein Schnitt von P^ nach a^. 
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Die so entstandene Fläche T hat keine Bandkurve; 
Querschnitte lassen sich daher in ihr vor der Hand nicht 
anlegen. Um das Anlegen von Querschnitten zu ermöglichen, 
punktieren wir die Fläche T, d. h. wir führen in ihr eine^ 
Anzahl von Punktschnitten aus, und zwar heben wir folgende 
Punkte heraus: 

1?) die n Punkte P^ , . , F^.. .Pnj 

2?) sämtliche Verzweigungspunkte von T. 

Hängen dabei in einem Verzweigungspunkte »'Blätter* 
von T zusammen, so denken wir uns diesen Verzweigungs- 
punkt herausgehoben durch einen Schnitt, der diese n Blätter 
durchsetzt. Bezeichnet also v die Anzahl der Verzweigungs- 
punkte, so besitzt T, nach Ausführung der erwähnten Punkt- 
schnitte, n-j-v geschlossene Randkurven. 

In der nunmehr punktierten Fläche T heben wir jetzt 
die Heftungen der Blätter längs der Strahlen von P^,..Fn 
nach den Verzweigungspunkten wieder auf, indem wir in 
jedem Blatte E^ von P^ ans Schnitte ziehen nach den Ver- 
zweigungspunkten, an denen dieses Blatt teilnimmt. Die 
Anzahl dieser Schnitte ist, wenn allgemein v die Ordnung 
eines Verzweigungspunktes bedeutet, gleich 2v, die Summation 
über alle Verzweigungspunkte ausgestreckt gedacht. Durch 
diese i^v Querschnitte wird jeder Zusammenhang zwischen 
den w Blättern von T aufgehoben, T zerfällt in n Stücke 
El ... Ex ... Eny und diese Stücke sind einfach zusammen- 
hängend. Es ist nämlich z. B. Ej, nichts anderes als das 
Blatt Ex mit einem Punktschnitt, der von P^ ausgeht und 
Zweige nach den Verzweigungspunkten ausschickt, in deneni 
Ex mit andern Blättern zusammenhing. Von den Iv Quer-- 
schnitten lassen sich aber irgend welche n -f- v — 1 auffassen 
als Q- 1 , welche die Ränder dern + 1? ursprünglichen Punkt*^ 
schnitte zu einer geschlossenen Randkurve vereinigen. Die 
übrigen 

Iv — (n-^-v—l) 

zerlegen T in die erwähnten n einfach zusammenhängenden^ 
Stücke E^... E;,. 

Es ist nun leicht, diese Stücke wieder so zusammen- 
zuheften, dafs eine einfach zusammenhängende Fläche ent- 
steht. Ist z. B. längs des Schnittes Qx,» von Px nach ai. 
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die Zuordnung der Wurzeln von F=0 durch die Sub- 
stitution : 



^, /l 2 . . .X.. . n\ 



gegeben, so hefte man längs Q^^iiEl an E[. ßemäfs 
Satz Illa?) des vorigen Paragraphen bilden dann El und El 
ein einziges einfach zusammenhängendes Flächenstttck E'^i. 
An dieses Stück lassen sich durch n — 2 weitere, geeignete 
Heftungen sämtliche übrigen n — 2 einfach zusammenhängen- 
den Stücke E' so anschliefsen, dafs ein einfach zusammen- 
hängendes Stück J5i,2,...n entsteht. Ist dies ausgeführt, so 
ist T in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt. 
Die Anzahl q der Querschnitte, die in dieser einfach zu- 
sammenhängenden Fläche liegen, d. h. die Anzahl der Quer- 
schnitte, durch welche T einfach zusammenhängend geworden 
ist, ist gleich der Zahl Ev der ursprünglich angelegten 
Schnitte, vermindert um diejenigen n-\-v — 1 Schnitte, die 
dazu gedient haben, die Ränder der n -f- 1? Punktschnitte zu 
einer geschlossenen Bandkurve zu vereinigen, vermindert 
weiter um die w — 1 Schnitte, die beim Zusammenheften von 
E[, .. En wieder aufgehoben worden sind. Es ist daher 

q = i:v — (n -}- V — 1) — (n — 1) = Iv — V — 2 (n — 1)^ 

oder, wenn wir berücksichtigen, dafs v ebensoviel Einheiten 
enthält, als Iv Summanden: 

1?) q = Iiv—l)—2 (w — 1). 

Nachdem so nachgewiesen ist, dafs T in eine einfach 
zusammenhängende Fläche verwandelt werden kann, leiten 
wir im Anschlufs an Riemann (Ges. Werke, pag. 122 — 123) 
ein sehr übersichtliches Querschnittssystem ab, das zu dem- 
selben Ziele führt, und bei dessen Einführung die arith- 
metische Natur von q sich aufs deutlichste offenbart. Wir 
werden dieses System späterhin immer benutzen und nennen 
es das kanonische Querschnittssystem der Fläche 7. 

Die Fläche T besitzt als solche keine Begrenzung. Um 
in ihr Querschnitte anlegen zu können, erteilen wir ihr 
durch einen sonst beliebig gestalteten Punktschnitt P eine 
geschlossene Randkurve. 
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Ist dadurch T einfach zosammenhäiigend geworden, %o 
ist 5^ = 0, also, eine gerade Zahl. — Ist T noch nicht ein- 
fach zusammenhängend, so läfst sieh in ihr ein Rttckk^- 
schnitt a^ anlegen, der T nicht zerstückelt; nach Anlegung 
von a^ hat dann T drei Bandkuryen, die zwei Bänder von 
a^ und den Band des Punktschnittes P. Diese drei Band- 
kurven lassen sich durch zwei geeignete Q-i zu einer ge- 
schlossenen Bandkurre vereinigen; als solche Q.i wählen 
wir, einmal einen Querschnitt \, der zwei an den Bändern 
von a^ einander gegentther liegenden Punkte verbindet, und 
dann einen Schnitt, der den Band von P mit dem Ereuzungs- 
punkte von a^ und b^ verbindet. Da die zwei Schnitte a^ 
und c^ zusammen einen Qj^i von P aus bilden, so können 
wir auch sagen: wir haben bis jetzt in T im ganzen zwei 
Querschnitte, einen Q4.1 und einen Q«i. Ist dadurch T 
einfach zusammenhängend geworden, so ist 9 = 2, also 
wieder eine gerade Zahl. 

Ist T noch nicht einfach zusammenhängend, so lassen 
sich zwei weitere Schnitte Q^i und Q^i anlegen, genau 
wie vorhin. Ist dann T einfach zusammenhlüigend, so 
ist 5^ = 4. 

Ist T noch nicht einfach zusammenhängend, so setzt 
sich dieses Verfahren fort, jedoch nicht bis ins Unendliche, 
da q durch die Gleichung 1?) bestimmt ist. — Auf jeden 
fall aber ergiebt sich : die Anzahl q der Querschnitte, durch 
welche T in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- 
wandelt werden kann, ist eine gerade. Setzen wir daher 
q = 2p, so ist 

2?) 2p = S(y—l) — 2{n — l). 

Ist umgekehrt die Zahl p ermittelt auf Grund der 
Gleichung 2?), so liefern die vorigen Betrachtungen ein ein- 
faches Querschnittssystem, um T einfach zusammenhängend 
zu machen. 

In T legen wir p Bückkehrschnitte a^^, a^ , .. a^ an, die 
T nicht zerstückeln, und p Querschnitte 6^, 6^, . . . bp von der 
Art eines Q—i, genau wie vorhin, zu jedem a einen; auch 
diese zerstückeln T nicht. Ziehen wir dann noch von irgend 
•einem mefatsingnlären Punkte P von T aus Schnitte c^.,.Cp 
nach denEreuzungsstellenderQuerschnittpaare, ^^b^^,..apjb^j 

Land fr ladt, Theorie d. algebr. Fnnict. 8 
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(siehe Fig. 24), so wird T durch die Gesamtheit dieser Schnitte 
in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt, die 
wir von hier ab stets mit T' bezeichnen. 

Jeder der 3p Schnitte a, . . . a,,, 6j . . . ip, Cj . . . Cp be- 
sitzt 2 Ränder, die wir, wie die Figur angiebt, als -|- Rand 
nnd — Rand unterscheiden, nnd die Gesamtheit dieser 
6|> Ränder bildet eine geschlossene Randkmre, die Be- 
grenzung der Fläche T\ Die in der Figur eingetragenen 
Pfeile zeigen an, wie diese geschlossene Randkurve bei 
einem positiven Umlauf um T* zu durchlaufen ist. 



m 




Fig. 24. 



In speziellen Fällen, z. B. bei der Fläche der hyper- 
elliptischen Funktionen, lassen sich die Schnitte c^ . . . Cp auch 
in einfacherer Weise anlegen, als vorhin angegeben. Da 
diese Schnitte c übrigens bei den meisten späteren Unter- 
suchungen fast gar keine RoUe spielen, so werden sie oft 
bei der Anlage eines kanonischen Querschnittssystems in der 
Figur nicht eingetragen. 

An die Gleichung 2?) schliefst sich noch eine Be» 
merkung an. 

Sind alle Veizweigungspunkte von T ein&che Ver- 
zweiguDg8pQnkte)BoiBtjäeBmaly=2yd.Ly~l = l; i:(y-.l) 
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ist dann gleich der Anzahl v aller Verzweignngspnnkte, und 
es gilt die Beziehung: 

3?) 2p = v — 2(n—l), 

aus der wieder, wie aus 4?) § 10, folgt, dafs v eine gerade 
Zahl ist. Denkt man sieh übrigens, wenn Verzweigungs- 
punkte höherer Ordnung v vorkommen, jeden solchen Ver- 
zweigungspunkt gemäfs Satz 1119) § 11, in v — 1 mit ihm 
äquivalente einfache Verzweigungspunkte aufgelöst, so können 
wir auch sagen: die Beziehung 3?) gilt allgemein, 
wofern die Verzweigungspunkte (nach Satz III?) § 11) 
richtig gezählt werden. 

Die in den Beziehungen 29) und 39) auftretende, fttr 
eine gegebene Biemann'sche Fläche T konstante Zahl p 
heifst das Geschlecht der Fläche T oder der 

Gleichung Fysjz) = 0, zu der T gehört. Sie wird in 
allen weiteren Untersuchungen eine fundamentale Rolle spielen. 

In den folgenden Entwickelungen dieses Werkes be- 
schränken wir uns durchweg auf den Fall von nur einfachen 
Verzweigungspunkten. Unter dieser Annahme*) gilt neben 
der obigen Beziehung 3?) auch die Gleichung 49), § 10 

49) v = 2m{n — l) — 2r. 

Eliminiert man v zwischen 39) und 4?), so erhält man die 
weitere Beziehung: 

59) p = {m—l){n—l) — r, 

von der wir wiederholt werden Gebrauch zu machen haben. 
Die in 4?) und 59) vorkommende Gröfse r bezeichnet die 
Anzahl der Doppelpunkte von s, ohne Verzweigung. 

[§ 16. Beispiele znm Yorhergehenden. 
Beispiel 1?) Es sei 

8^ = A.iz — a){z — b). 

Die zugehörige Fläche T ist zweiblättrig (n = 2) und hat 
zwei einfache Verzweigungspunkte in z^= a und z = b. Es 
ist daher 

2jE> = 2 — 2 (2 — 1) = 0, d. h. ;> = 0. 

*) tfber die Berechtigung dieser Annahme siehe Kap. V, Trans- 
förmationstheorie. 
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Die Flftche isl also bereits nach Anlegung des Verzweigtmgs- 
Schnittes von a nach h einfach zusammenhängend. Jeder 
geschlossene Weg in T ist diüb vollständige Begrenzung eines 
Flächenstückes. Da keine Querschnitte anzulegen sind, können 
wir auch von einem Punktschnitte absehen. 

Beispiel 2?) Es sei 

8^— («» — a«) = 0. (Beispiel H?) § 4). 

Die zugehörige Fläche T ist zweiblättrig (n = 2) und ha« 
vier einfache Verzweigungspunkte in A{z:=a\ B(z = aa)j 

1 i — 
C{r = a,a^\mAz = oo(a = — y + y V'S). Es ist daher 

2p = 4 — 2 (2 — 1) = 2, ä.h, p = l. 




Fig. 26 a. 




Fi«. 26 b. 



Die Fläche T wird einfach zusammenhängend durch 
ein Querschnittpaar (a, £), das T nicht zerstückelt. Die 
Figuren 25 a und 25 b geben zwei verschiedene Anord- 
nungen dieses Querschnittpaares ; die Schnitte in JE^ sind 
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dabei durah ausgezogene, die in E^ durch gestrichelte 
Linien markiert *j 

Beispiel 3?) Es sei 

8^=X{z — a){z — ß){z — y)(z — S). 

Hierin ist « = 2, v = 4, und daher 

2p = 4 — 2(2 — 1) = 2, d. h. p=l. 

Das Querschnittpaar (a, b\ das die Fläche T einfach zu- 
sammenhängend macht, läfst sich verschiedenartig anlegen, 
wie die Figuren 26 a, 26 b und 26 c zeigen, in denen die 




b 



¥1g. 26 a. 




-h 




^. 260. 



*) Von hier ah sind die zwei Bänder der Querschnitte nicht mehr 
getrennt gezeichnet, sondern dnrch das +, resp. — Zeichen an dem 
betreffenden Qaerschnitte kenntlich gemacht. 
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Schnitte in E^^ wieder dorch ausgezogene, die in E^ durch 
gestrichelte Linien markiert sind. 

Beispiel 4?) Es sei 

«*= {z — a){z — a^).,.{z — «2« + i)- 
Hier ist w = 2, v = 2q'{-2j und daher 

2p = 2j + 2 — 2 (2 — 1) = 2?, d.h. p = q. 

Die Figuren 27 a und 27 b zeigen zwei verschiedene An- 
ordnungen der p = q Querschnittpaare (a, ft), wobei zugleich 
die p Schnitte c^ . . . Cp durch p — 1 wieder mit c^ . . . Cp __ i 
bezeichnete Schnitte so ersetzt sind, dafs allgemein c^ den 
Ereuzungspunkt des Paares (a^, b^) mit dem des Paares 
(«X + 1 7 K + 1) verbindet. 




Fig. 27 a. 




Fig. 27 b. 

Beispiel 5?) Es sei 

(Beispiel V?) § 4 und Beipiel 2?) § 11). 

Die zugehörige Fläche T ist dreiblättrig (n = 3) und besitzt 
Verzweigungspunkte von der Ordnung y = 3 an den Stellen 
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1 i r— 
z=l,a^a*{a = — ö" + -p" rS). Jeder dieser Verzweigungs- 

pankte ist nach Satz lU?) § 11 äquivalent mit zwei einfachen 
Verzweigungspmikten; es ist daher 

2p = 6 — 2 (3 — 1) = 2, d. h. p = 1. 

Die Fläche T wird also einfach zusammenhängend durch ein 
Querschnittpaar (a, b\ das T nicht zerstückelt. Figur 28, 
in der die Verzweigungspunkte, der Einfachheit halber, als 
in gerader Linie liegend gezeichnet sind, stellt ein solches 
Querschnittpaar dar. Die in E^ verlaufenden Schnitte sind 
dabei durch ausgezogene, die in E^ durch punktierte, die in 
i?8 durch gestrichelte Linien markiert. 



Fig. 28. 



Beispiel 6?) Es sei 

Die zugehörige Fläche T hat vier Verzweigungspunkte von 
der Ordnung v = 3 in den Punkten ^ = ci^y ct^y ßi, ß^] da 
dieselben 4 (3 — 1) = 8 einfachen Verzweigungspunkten 
äquivalent sind, so ist 

2 j9 = 8 — 2 (3 — 1) = 4, d. h. p = 2. 

Die Fläche T wird also einfach zusammenhängend durch 
zwei Querschnittpaare (a^, \)j (a,, 6^), die T nicht zer- 
stückeln, in Verbindung mit zwei Schnitten c^j c^. Figur 29, 
in der die Verzweigungspunkte als in gerader Linie liegend 
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angenommen und in der Beihenfolge ct^^, ß^ ct^y ß^ durch den 
Verzweigongsschnitt S yerbonden sind, zeigt eine Anordnung 
des Qaersehnittpaares (a^, \), (a,, b^). Die zwei Schnitte 
e^j c^ sind dabei ersetet durch einen Schnitt Cy der den 




^-i^ ^ 



JZ3 



!ns 



f3^ 






Fig. 29. 



— Rand von ft^ mit dem -f"R*^d von b^ verbindet; die 
Schnitte in E^ sind durch ausgezogene, die in E^ durch 
punktierte, die in E^ durch gestrichelte Linien markiert. 



§ 17. Normalform voa T. 

Herr Lttroth (Math. Annalen, Bd. IV) und Clebsch 
(Math. Annalen, Bd. VI) haben gezeigt, wie man der Ver- 
zweigungsfiäche T, wenn nur einfache Verzweigungspunkte 
vorhanden sind, eine sehr tibersichtliche Normalform erteilen 
kann. Wir geben in diesem Paragraphen in kurzen Zügen 
eine Darstellung der Resultate dieser zwei Autoren."^) 

Es seien aj,«^...^« die in einer bestimmten, sonst 
beliebigen Reihenfolge numerierten Verzweigungspunkte der 
durch die Grundgleichung jP r= definierten algebraischen 
Funktion b von Zy P ein nicht singulärer Punkt der ^-Ebene, 
Ij^j l^..' Iv Schnitte, welche von P nach den Verzweigungs- 
punkten laufen. Die Reihenfolge der Verzweigungspunkte 
denken wir uns der Übersichtlichkeit wegen so gewählt, dafs 



*) Die DarsteUnng schliefst sich an an Picard, Traite d'analyse. 
Bd. n. pag. 367—74. — Eine aosf ührliche, an Clebsch sich anschliefsende 
Darstellong findet man hei Herrn Stahl: Theorie d. AhePschen Funk- 
tionen, pag. 31—38. 
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der von P nach a^ gehende StraM l^ bei einer Umdrehung 
nm P im Sinne der Drehung der Uhrzeiger suecessive die 
Punkte a^, a^ .. . a^ trifft. Den Schnitten l^ .. , l^ haben vrir 
früher (§ 11) Substitutionen /Sl, 6^2 • • • ^^v so zugeordnet, dafa 
allgemein S< angiebt, wie ein -f~ Umlauf um den Ver- 
zweigungspunkt a< die Wurzeln «^ . . . s» von jP= permutiert. 
Unter den gegenwärtigen Voraussetzungen bewirkt jede solche 
Substitution S' eine Permutation von nur zwei Wurzeln. Wir 
denken uns nun die Schnitte / ersetzt durch geschlossene 
Wege, die von P ausgehend nach den Verzweigungspunkten « 
hin laufen, je einen Verzweigungspunkt in unmittelbarer Nähe 
umlaufen und dann wieder zu P zurückkehren. Jeden soleheii 
Weg nennen wir eine Schleife. Bezeichnen wir die v Schleifen 
wieder mit Zj.../„, so permutiert jede Schleife nur zwei 
Wurzeln von jP=0, und zwar wird allgemein die durch li 
hervorgebrachte Permutation diejenige sein, die durch die 
Substitution SJ angegeben wird. In den Figuren sind die 
Schleifen durch einfache Linien markiert; die diesen Linien 
beigegebenen Indicespaare aß, ... geben die Wurzelpaare 
«ad|9, ...an, die durch die jedesmalige Schleife permutiert 
werden. 

Angenommen, die erste Schleife l^ permutiere die zwei 
Wurzeln ««, «/j. Dann wird, wenn wir mit dem Anfangs- 
werte 8a von P ausgehen und die Gesamtheit aller Schleifen 
durchlaufen, ein solcher Weg, nach der früher (§ 11) be- 
wiesenen Beziehung: 

Ol 02 • . • Ov = 1, 

ganz sicher Sa wieder zu seinem Anfangswerte zurückführen« 
Möglicherweise tritt dieses aber auch schon ein, bevor wir 
alle V Schleifen durchlaufen haben. Angenommen, wir kehren 
beim successiven Durchlaufen aller Schleifen zum erstenmale 
nach Durchlaufen der Schleife /, wieder zum Ausgangswerte 
Sa zurück. Wir ändern dann (Fig. 30) die Reihenfolge der 
Schleifen und ziehen die Schleife Ij an die zweite Stelle, 
indem wir von P aus in dem Winkelraume zwischen l^^ und 
l^ eine in der Figur durch eine punktierte Linie angedeutete 
Schleife X^ anlegen, die um a, führt und in ihrem Verlauf 
die zwischen l^ und l^ befindlichen Schleifen schneidet, welche 
ebenfalls Sa mit einer andern Wurzel permutieren. Die neue 
Schleife k^ permutiert gleichfalls zwei Wurzeln von F=0^ 
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Beachtet man, dafs ein Durchlaufen von X^^ wie sich ans 
der Figur ergiebt, ersetzt werden kann durch ein successiyes 
Durchlaufen der Schleifen i^j l^ If^j Lj^ If^j l^ l%j so sieht man, 
dafs die Schleife A,, welche an die Stelle voi) Ij getreten 
ist, dieselben Wurzeln ««, s^ permutiert wie ly 

In analoger Weise lassen sich die zwei Schleifen Z, 
und /^, die «« mit einer andern Wurzel permutieren, durch 

zwei neue Schleifen 



A3 und l^ ersetzen, 
wie die punktierten 
Linien in der Figur 
es angeben. Diese 
Schleifen permutie- 
ren nicht mehr die 
Wurzel 8a . l^ z. B. 
ist äquivalent mit 
einem Wege , der 
sich zusammensetzt 
aus den der Beihe 
nach durchlaufenen 
Schleifen /,, Z^, l^] 
da aber, nach Vor- 
aussetzung , Lj die 
erste Schleife ist, 
nach deren Durch- 
laufen Sa wieder zu 
seinem Anfangswerte 
zurückkehrt, so ist 
"k^li. Die Schleife \ bringt also dieselbe Permutation 
der Wurzeln hervor, wie die zweimal durchlaufene Schleife l^^ 
permutiert also nicht mehr die Wurzel ««. 

Die Reihenfolge der ursprünglichen Schleifen ist nun 
insofern umgeordnet, als dieselbe jetzt mit zwei Schleifen 
anfängt, welche beide die zwei Wurzeln ««, b» permutieren; 
an der Reihenfolge der übrigen Schleifen ist nichts geändert, 
mit der Ausnahme, dafs einige Schleifen ersetzt worden sind 
durch andere, welche die Wurzel 5« nicht mehr permutieren. 

Geben wir jetzt, statt wie vorhin von Z^, von A, aus, 
und wiederholen wir die vorigen Operationen, so erhalten wir 
eine Reihenfolge von Schleifen, von denen die drei ersten 




Fig. 80. 
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die zwei Warzeln^a; ^/9 permutieren, während zugleich andere 
Schleifen eingeführt worden sind, die Sa nicht mehr per* 
mutieren. Setzen wir dies Verfahren fort, so erhalten wir 
angenscheinlich schliefslich eine Reihenfolge der v Schleifen, 
beider alle Schleifen, welche Sa und «^ permutieren, 
sich an erster Stelle finden und aufeinanderfolgen, 
während alle übrigen Schleifen «« nicht mehr per- 
mutieren. Da femer jede gerade Anzahl von Schleifen, 
die 8a und Sß permutieren, 8a wieder zu seinem Anfangswerte 
znrückftlhrt, während jede ungerade Anzahl derselben 8a zum 
Endwerte Sß führt, und aufserdem ein Umlauf um sämtliche 
Schleifen 8a sicher zu seinem Anfangswerte zurückführt, so 
mufs die Anzahl der zu Anfang stehenden Schleifen, welche 
die zwei Wurzeln «« und Sß permutieren, eine gerade sein. 

Wir lassen nun die Schleifen, welche «« und «^ per- 
mutieren, beiseite und wenden uns den auf sie folgenden 
Schleifen zu. Angenommen, die erste derselben permutiere 
8ß mit einer andern Wurzel 8y. Wiederholt man dann für 
die Schleifen, welche «^ mit einer andern Wurzel permutieren, 
dieselben Operationen, die vorhin an den Schleifen vor- 
genommen worden sind, die Sa mit 8ß permutieren, so erhält 
man eine zweite Gruppe von Schleifen, welche nur mehr die 
Wurzeln 8ß und 8y permutieren, während alle folgenden 
Schleifen weder «« noch 8ß permutieren. 

So setzt sich das fort. Wir erhalten das Resultat: durch 
geeignete Umordnung lassen sich alle Schleifen in von ein- 
ander getrennte Gruppen von je einer geraden Anzahl von 
Schleifen einteilen; die Schleifen der ersten Gruppe per- 
mutieren nur die zwei Wurzeln ««, 8ß^ die der zweiten nur 
die Wurzeln «^, «y, ... die der letzten die zwei Wurzeln «x? «2, 
wo «a, «/?, «yj . . . «X? «X alle Wurzeln von F= bezeichnen. 

Durch weitere Änderung der Reihenfolge der von P 
nach den Verzweigungspunkten laufenden Schleifen läfst sich 
noch eine gröfsere Einfachheit und Übersichtlichkeit erzielen. 

Angenommen, die erste Gruppe G^ von Schleifen, die- 
jenige, deren einzelne Schleifen die Wurzeln ««, 8ß permutieren, 
bestehe aus sechs Elementen. Wir ziehen dann die zwei 
letzten Schleifen dieser ersten Gruppe hinter die erste Schleife 
der zweiten Gruppe 6r, (Fig. 31), was wir durch punktierte 
Linien andeuten. Die neuen Schleifen permutieren, vde an- 
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mittelbar ersichtlich, die Wurzeln Sa nnd Sy. Zieht man 
schließlich diese zwei Schleifen, wie die punktierten Linien 
in Fig. 32 es andeuten, wieder vor alle Schleifen der ersten 
Gruppe, so erhält man zwei Schleifen, welche Sß nnd Sy 
permutieren. Dieselben Operationen lassen sich mit der 
dritten und vierten Schleife der ersten Gruppe ausftlhren. 
Ist dies geschehen, so sind die v Schleifen so angeordnet, 
dafs zuerst vier ; Schleifen kommen, yon denen jede Sß^By 
permutiert, hierauf zwei Schleifen, welche «„ , «* permutiere% 
dann die Gruppe 6r, von Schleifen, welche «^, 8y permutiert 




Fig. 31. 



und schliefslich die übrigen Gruppen. Operiert man mit 
allen Schleifengruppen, wie mit ö^, ,so sieht man unmittelbar 
ein, dafs man durch geeignete Änderung der Reihen- 
folge die Schleifen 1^.,.!^ so in Gruppen anordnen 
kann, dafs alle Gruppen mit Ausnahme der letzten 
aus zwei Schleifen bestehen und alle Schleifen 
einer Gruppe dieselben zwei Wurzeln permutieren, 
dafs ferner keine zwei Gruppen dieselben zwei 
Wurzeln permutieren, und jede Wurzel an den 
Permutationen zweier Gruppen teilnimmt. — Die 
Anzahl der Schleifen der letzten Gruppe sei gleich 2 (£ -|- 1). 
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Angenommen, die ursprünglichen Schleifen seien in der 
soeben festgelegten Beihenfolge angeordnet. Wir bezeichnen 
dann wieder mit a^, .. a^ die entsprechende Beihenfolge der 
Yerzweignngspnnkte und numerieren die n Wurzeln von F= 
so, dafs Zj und l^ die Wurzeln «|, «9, ^ und l^ die Wurzeln 
«9, «3, . . . und schlief slich die 2 (Ä; -|- 1) letzten Schleifen die 
Wurzeln «n — i? «« permutieren. Verbindet nun die in der 
^-Ebene angelegte Speirlinie I (§11) die Verzweigungs- 
punkte in (Ueser Beihenfolge a^ ... a^, und bezeichnet man 




Fig. 82. 

den von a^ nach o^^i reichenden Abschnitt von I mit 2*^, 
80 ist die Zuordnung der Wurzeln längs I^, 2^^ 2^, . . . ge- 
geben durch die identische Substitution, längs 

y ^ y T 

-^1? '^BJ '^by -^7? • • • 

durch die Substitutionen: 

^12> ^«8> *^84> ^46> • * •> 

wo allgemein 

o /l, 2 . . . ß, (7 . . . n\ 

ist. Dies gilt jedoch nicht durchweg. Ist /2r+i der erste 
Schnitt, der 9n-i mit «» permutiert, so ist die Zuordnung 
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der Wurzeln an allen * + 1 Abteilungen -Tav+i, -^'av + s,-. 
darch die Substitution S^^i^^ gegeben. 

Hieraus ergiebt sich eine einfache Konstruktion der zu- 
sammenhängenden Fläche T. Trägt man die Werte der 
n Wurzeln 5^ . . . «„ tabellarisch in n Ebenen E^. . . E^ ein, 
unc^'legt man diese so aufeinander, dafs die Punkte mit 
gleichem z übereinander liegen, so wird s eindeutige Funktion 
des Ortes in der Fläche, die man erhält, wenn man E^ mit 
Ej längs eines Verzweigungsschnittes von a^ bis a^, E^ mit 
E^ längs eines Yerzweigungsschnittes von a^ bis a^, . . . 
En ~ 1 mit E^ längs k-\-\ Verzweigungsschnitten zwischen 

«2^ + 1 und 02*4-2, öf2i'+3 ^u^d «2^4.4, ... «v — i ^^^ <^v zu- 
sammenheftet. Die Blätter der so entstandenen Fläche T 
hängen kettenförmig in der Weise zusammen, dafs jedes 
Blatt mit dem folgenden nur längs eines Verzweigungs- 
schnittes zusammengeheftet ist; nur zwischen den zwei 
letzten Blättern wird der Zusammenhang längs ä; -|- 1 Ver- 
zweigungsschnitten hergestellt. 

Die Anzahl sämtlicher so erhaltenen Verzweigungs- 
schnitte ist 

n — 2 + ifc + 1. 

« 

Die Zahl ist aber, da jeder Verzweigungsschnitt zwei Ver- 
zweigungspunkte verbindet, und keine zwei Verzweigungs- 
schnitte durch denselben Verzweigungspunkt gehen, gleich 
der halben Anzahl aller Verzweigungspunkte, d. h.: 

2{n-\-k—l) = v. 

Andererseits ist aber auch (siehe § 15, 39), wenn p das 
Geschlecht von T bedeutet: 

2(n-]-p — l) = v. 

Aus beiden Belationen folgt: 

k=p. 

Wir haben so das Schlufsresultat : 

Ist die Grundgleichung jP=0, die eine al- 
gebraische Funktion s von z mit nur einfachen 
Verzweigungspunkten a^ , . . a^ definiert, vom Ge- 
schlechte p, so läfst sich die Beihenfolge, in 
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welcher die Sperrlinie I die Yerzweignngspankte 
verbindet, stets so wählen, dafs die Blätter der 
zugehörigen Fläche T kettenförmig in der Weise 
zusammenhängen, dafs jedes der n — 1 ersten 
Blätter mit dem nächstfolgenden längs eines, das 
(n — 1)*« mit dem »!*•» aber längs |>-f-l Verzweigungs- 
schnitten zusammenhängt. 

Diese für den Fall nur einfacher Verzweigungspunkte 
erreichbare Form von T nennen wir die Normalform der 
Biemann'schen Verzweigungsfläche. 

Es bleibt nun noch zu zeigen, wie sich diese Normal- 
form von T in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- 
wandeln läfst. Die Lösung dieser Aufgabe ist eine aufser- 
ordentlich einfache. Sind ß, ß^,, . ß-zp^i die Verzweigungs- 
punkte, welche E^^i mit -B« verbinden, so legen wir in 
E^ _ 1 und jE« ein System von p Querschnittbttndeln a<, J,-, c» 
(i = 1, 2 . . . jo) an, die ganz in diesen zwei Blättern verlaufen 
and nach dem Schema der Querschnitte für den Fall der 
hyperelliptischen Funktionen (§ 16, Beispiel 4?) angeordnet 
sind. Diese Querschnitte zerstückeln T nicht, machen es 
also einfach zusammenhängend nach Satz V?) § 14. 



Über eine durch kontinuierliche Deformation der 
n-blättrigen Eugelfläche T erreichbare, besonders anschau- 
liche Gestalt von T in Form einer zusammenhängenden, mit 
j? Löchern versehenen Fläche im Kaum, siehe: Clifford, On 
the canonical form and dissection of a Riemann's surface 
(Proceedings of the London mathematical Society, Bd. VIII 
No. 122); Hof mann: Methodik der stetigen Deformation 
von zweiblättrigen Riemann'schen Flächen (Halle, 1888); 
Schottky, Grelle Bd. 83). — Über die stetige Deformation 
von Flächen siehe femer: Jordan, Journal de Lionville, 
2. sörie, t. XI) und einige Abhandlungen von Herrn Klein 
in den Mathem. Annalen. 

In diesem Kapitel haben wir die Biemann'sche Fläche T 
konstruiert, indem wir von einer zu Grunde gelegten Gleichung 

F\8,z)=^0 ausgingen. Riemann selbst, und nach ihm 
andere Autoren, haben die Umkehrung dieser Fragestellung 
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behandelt. Sie sind von einer als fertig Yorliegenden 
Fläche T ausgegangen und haben die Existenz von Funk- 
tionen auf einer solchen a priori angenommenen Fläche 
nachzuweisen und die Eigenschaften derselben zu studieren 
gesucht Für das Studium dieser Umkehrung, die man auch 
als das Dirichlet'sche Problem fttr die Fläche T be- 
zeichnet, sei auf die folgende Litteratur verwiesen: 

Neumann: Vorlesungen über Biemann's Theorie d. Abel- 
sehen Integrale. 

Schwarz: Ges. Werke. Bd. II. 

Poincar6: American Journal of Mathematies, 1 IX. 

Jules Biemann: Sur le problöme de Dirichlet (Annales 
de TEcole Normale, 1888). 

Aufserdem sei noch verwiesen auf mehrere in den 
Mathem. Annalen erschienenen Abhandlungen der H.H. Klein, 
Hurwitz, Dyck, . . ., und insbesondere auf die Abhandlung 
von Herrn Klein: Neue Beiträge zur Biemann'schen Funk- 
tionentheorie, Math. Annalen, Bd. 21, von Herrn Hilbert, 
Jahresbericht der deutschen Mathem. Vereinigung 1899. 



Kapitel JH. 

Die Integrale der Klasse. 




§ 18. Das allgemeine AbeFsche Integral. 

Bedeutet t irgend eine algebraische Funktion der Klasse^ 
so heifst jedes Integral von der Form: 



1?) J= 



ein Abersches Integral oder auch ein Integral der 
Klasse. Der zugehörige Integrationsweg ist ein beliebiger 
Weg in T, der vom Anfangspunkte (a^, z^) nach dem End- 
punkte {Sj z) führt und durch keinen Verzweigungspunkt von 
T hindurchgehen soll. 

Der Integrand t von J ist in T eindeutige Funktion 
des Ortes und besitzt in dieser Fläche algebraische Unstetig- 
keiten (Pole), wenn er nicht etwa, was wir ausschliefsen, in 
T überall denselben konstanten Wert hat. Wie steht es mit 
der Stetigkeit und Eindeutigkeit von J in T? 

Von dem Integrale J wissen wir bereits, dafs es in T 
ebenfalls Unstetigkeiten besitzen kann und zwar, aufser den 
bei den Funktionen der Klasse auftretenden algebraischen 
Unstetigkeiten, unter Umständen auch noch logarithmische 
Unstetigkeiten. 

Soll Jj ebenso wie r, in T eindeutige Funktion des 
Ortes sein, so müssen nach der Lehre von den Integralen 
einwertiger Funktionen folgende zwei Bedingungen er» 
füllt sein: 

Landfriadi, Theorie d. algebr. FanU. 9 
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1?) Irgend zwei Integrationswege vom Anfangspunkte 
a («Q, z^) nach dem Endpunkte b («, z) mttssen ein Stück von 
T vollständig abgrenzen; d. h. jeder Ringweg in T mufs die 
vollständige Begrenzung eines Stückes von T sein. 

2?) Kein solcher Bingweg darf einen logarithmischea 
Unstetigkeitspunkt von J umlaufen. 




\ 
I 
\ 

I 

t 



Fig. 33. 

Um die erste Bedingung zu erfüllen, genügt es, T durch 
ein kanonisches Querschnittsystem in die einfach zusammen- 
hängende Fläche T' zu verwandeln. Um auch die zweite 
Bedingung zu erfüllen, ziehen wir von einem beliebigen, 
nicht singulären Punkte von T' aus Schnitte /^ ... Z^ ... 4 
nach den Punkten «^ . . . €^ . . . «r? in denen J logarithmisch 
unstetig wird. Im Folgenden nehmen wir stets an, der ge- 
meinsame Ausgangspunkt aller Schnitte \. .Ar falle zu- 
sammen mit dem Punkte P, von dem die Schnitte c^ ...c^ 
des zu Grunde gelegten kanonischen Querschnittsystems aus« 
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gehen (Fig. 33). Beschränkt man die Integrationswege von 
J auf das Innere der so entstehenden einfach zusammen- 
hängenden Fläche T", so ist J eindeutige Funktion der 
Koordinaten seines obem Grenzpunktes («, z). 

Für das Integral J gelten mehrere wichtige Lehrsätze: 

SfttZ F) Das Integral l%dz^ in positiver Richtung 
über die ganze Begrenzung von T' erstreckt, 
hat den Wert Null. 

Beweis: Nach einem Satze von Cauchy ist 
%dz =27ii, mal der Summe der Residuen von t innerhalb T\ 

Diese Summe ist aber (Satz IV?) § 12) gleich Null, und 
daher auch 



2?) 



Durch Beschränkung des Integrationsweges auf das Innere 
von T" ist J zwar eindeutige Funktion des Ortes in dieser 
Fläche geworden, hat damit aber zugleich seine Stetigkeit 
verloren, indem es jetzt in zwei Punkten, die an einem der 
Schnitte a^, b^^ q (A = 1, 2 . . . p), Z« (^ = 1, . . . r) einander 
gegenüber liegen, Werte annimmt, die im allgemeinen von 
einander verschieden sind. Unterscheidet man nämlich die 
zwei Ränder eines jeden der 3;> -f" r Schnitte a, J, c, l als 
-\- Rand und — Rand, wie Fig. 33 es angiebt, und bezeichnen 

a und a zwei Punkte, die an dem -|~ ^^^ — Rand eines 
dieser Schnitte einander gegenüber liegen, so ist 

+ - + + 

%dz = / %dz -{- / üdz = J-\- j rdzj 

*9 J *Q J o Ja 

WO der Integrationsweg des letzten Integrals ohne Über- 
schreitung der Begrenzung von T" von a nach a führen 
mufs. Das letzte £itegral ist aber im allgemeinen von Null 
verschieden. 

9* 
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Setzen wir 






J Jff:=: l%dz, 



SO gilt der 

SfttZ n?) ^J hat längs jedes einzelnen Sehnittes 
a, 6, c, l einen konstanten Wert. 

Beweis: Liegen a, a einander gegenüber auf den 

Bändern des Sehnittes S, und bezeichnen c, ^ zwei beliebige 
andere, an den Bändern desselben Schnittes S einander 
gegenüberliegende Punkte, so ist 

= Jo—Ji — {ja — Ji)j 

oder, wenn wir aUgemein mit 




L 

^0 



rdz 



ein Integral bezeichnen, dessen Integrationsweg von z^ längs 
der Linie L nach z^ führt: 



JJa — JJt, 
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s 


xdz — / 
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a 



rdz. 



Da T zu beiden Seiten von S in je zwei gegenüberliegenden 
Punkten denselben Wert hat, so sind die zwei Integrale 
rechts einander gleich, und es folgt 

jj^j = jj^j w. z, b. w. 

Die für jeden einzelnea der 3 p + r Schnitte a, 6, c, l 
konstante und endliche Wertdifferenz der Integralfunktion J 
heifst, nach Biemann, der Periodizitätsmodul von J an 
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dem betreffenden Schnitte. J hat also in T" 3p + r 
Periodizitätsmodnln und zwar sei 



an ai : JJ = Axy 
3o^ n hx:JJ=Bx, 

„ cx\JJ= Cxj 

Fttr diese konstante Periodizitätsmodnln gelten folgende zwei 
Sätze : 

Satz III?) Alle Cx{X = l,2...p) sind geich Nnll. 

Beweis : Da der Periodicitätsmodul Cx längs cx konstant 
ist, so ist es gleichgtUtig, an welcher Stelle von ex wir den 
Wert von Cx bestimmen; wir wählen die Erenznngsstelle der 
drei Qnerschnitte axy bxy cx (Fig. 33). Es ist nun: 

Cx=Je Jd^Js Ja-\-Ja Jß-\' Jß Jy-\-Jy — Jd 

= -4;i -f- -Bji — Ax — jBji = 0, w. z. b. w. 

Die Qnerschnitte cx sind also für das Eindeutigmachen von 
J überflüssig. 

SttZ IT?) Bezeichnen G^ ... G^ ... Gr die Gewichte 
der logarithmischen Unstetigkeiten von J in 
den Pankten e^ ... €^ ... er, so ist an l^\ 

4?) L^ = 27ti.G^. 




Beweis: Es ist i^ = Irdz, wodielntegrationsvariabele^: 

J «(> 
einen (in T geschlossenen) Kingweg um den Punkt e^ durch* 

läuft. Andererseits ist nach Definition (§12): 



dz=Gg, 



woraus die Richtigkeit des Satzes sich ohne weiteres ergiebt 
Für die Periodizitätsmodnln des Integrals der Klasse 
Jz=zj%dz haben wir so die Tabelle 




' 
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an 



5?) 



^Ij *A> CXj 



Iq, 



}-7= 



Ai, Bx, 0, 2 7ti.G^. 



Legt man dem Integrationswege / von J = 




%dz 



die Besehränknng auf, die Querschnitte a^, bx^ cx and die 
Schnitte /^ nicht zn überschreiten, so ist J in T'' eindeutig. 
Hebt man diese Beschränkung für l auf und läfst man / 
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ttbergehen, so erhält «/ in a den Wert: 

J=Jo + i!{ißx'-ex)Ax-\-(Jx^gx)Bx } +27ti jj {k^^m^) ö^, 

wo Jq den Wert bezeichnet, den J in T" annimmt — - Dies 
giebt den 

Satz V) Das in T" eindeutige Integral J=fi;dz 
ist in T unendlich vieldeutig; alle Werte, die 
es in einem Punkte a von T annehmen kann, 
sind gegeben durch die Formel 

6?) J=j\,'\-2^{kxAx+mxBx)^%7ti,j;n^'.G^, ^ 
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wo kxy mxj nx beliebige ganze Zahlen sind, und 
Jq den Wert bezeichnet, den das Integral in 
jT' im Punkte a annimmt. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar : ist der Integrations- 
weg l von J ein beliebiger, geschlossener Weg in T, so int 
'der Wert, den das Integral auf diesem Ringwege erreicht, 
«ine lineare Funktion der 2 p -{- r Penoim^tsmodubi mit 
ganzzahligen Koeffizienten. 

Fassen wir das Vorhergehende kurz zusammen, so 
können wir sagen: 

SfttZ TI?) Die unterscheidenden Merkmale der Funk- 
tionen der Klasse und der Integrale der Klasse 
sind die folgenden: 

1?) Die Funktionen der Klasse werden in T 
nur algebraisch unstetig; die Integrale der 
Klasse werden in T im allgemeinen nieht nur 
algebraisch, sondern auch logarithmisch un- 
stetig. 

2?) Die Funktionen der Klasse sind ein- 
deutige Funktionen des Ortes in T; die In- 
tegrale der Klasse sind in T unendlich viel- 
deutig, und die Werte eines Integrals der 
Klasse für einen bestimmten Punkt («, z) von T 
unterscheiden sich um ganze Vielfache der 
2p-f-r Periodizitätsmoduln Ax, Bx, 27ti . G^^. 

Die in 1?) und 2?) formulierten Eigenschaften kenn- 
zeichnen umgekehrt ein Integral der Klasse, d. h. 

Sitz TII^ Ist von einer Funktion J nachgewiesen, 
dals sie in T im allgemeinen eindeutig und 
Btetig ist und nur in einer endlichen Anzahl 
Ton Punkten («, z) logarithmisch unstetig oder 
za endlicher Ordnung algebraisch unstetig 
wird, dafs sie fierner an den Querschnitten 
axy ix und an den nach den logarithmischen 
UAfltetigkeitspunkten jgezogenen Schnitten l^ 
äL>o«islante Wertdifferenzen besitzt, so ist J ein 
Iniejgral der Klasse. 
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Beweis : Besitzt J die eben aufgezählten Eigenschaften, 
go ist -g^ eine Punktion, die in T eindeutig ist und nur in 
einer endlichen Anzahl von Punkten zn endlicher Ordnung 
unendlich wird. Nach Satz I?) § 12 ist daher -3— eine 

Funktion der Klasse,*) und J selbst ein Integral der Klasse, 

In den folgenden Paragraphen betrachten wir zunächst 
die einfachsten Integrale der Klasse. Wir unterscheiden drei 
Arten derselben: 

1?) Integrale I. Gattung, die in V überall eindeutig 
und stetig sind. 

2?) Integrale 11. Gattung, die in T überall ein- 
deutig sind und nur in einzelnen Punkten algebraisch un- 
stetig werden. 

3?) Integrale lU. Gattung, die in T nur logarith- 
misch unstetig werden. 

Wir werden diese drei Gattungen von Integralen der 
Reihe nach besprechen, unter Zugrundelegung der Voraus- 
setzung, dafs T nur einfache Yerzweigungspunkte und ein- 
fache Doppelpunkte besitzt. 
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Wir knüpfen an an die in § 12 gegebene Darstellung 
einer Funktion o der Klasse in der Form: 

1?) a= 1/; («,^) == Ä + i?, «+ . . . + Ä^^ 1«*- 1 , 

in der i2, i2^ . . . i2» _ 1 rationale Funktionen von z sind, und 
stellen uns die Aufgabe, die Funktion a =» 1// («, z) so zu 
bestimmen, dafs 

2^.) w =ladz — j^ («, z) dz 

*) Im obigen Satze beseichnet der Aoedmck ^Funktion der 
Klasse'' kurz eine algebraische Funktion der Klasse, während derselbe 
Ausdruck in Satz I9) § 12 eme Funktion bezeichnet, der die Eigen- 
schaft zukommt, in T eindeutig zu sein. 

**) Christoffel: Algebraischer Beweis des Satzes von der Anzahl 
der linearunabhängigen Integrale I. Gattung. Annali dl llatematicsy, 
Ser. 2 t X. pag. 81—100. 1880. 
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in T nirgends unstetig wird. Wir setzen dabei voraus, die 

Grondgleichnng Fys^ z) = sei irreducibel und, wenn nOtig, 
durch eine lineare Substitution so umgeformt (siebe § 9), dafs 
die Funktion s weder für -? = oo unendlich werde, noch für 
endliche Werte von z, denen Wurzelkoincidenzen entsprechen, 
und dafs tflr z= co keine Wurzelkoincidenz stattfinde. 

Soll w=fadz in T nie unstetig werden , so müssen 
folgende Bedingungen erfüllt sein: 

1?) In einem gewöhnlichen Punkte z = a von T, der 
kein Yerzweigungspunkt ist und im Endlichen liegt, muss 
stetig sein, d. h. die fOr diesen Punkt geltende Beihen- 
entwiekelung von o nach ganzen Potenzen von z — a darf 
keine Potenz von z — a mit negativem Exponenten enthalten; 
für einen solchen Punkt mufs also 

lim (z — a) . a = sein; 

2?) für z= 00 mufs a=0^ werden; 

3?) ist -2? = a ein Verzweigungspunkt, so darf dort o 

unstetig werden, aber nur wie , so dafs für einen 

V z — a 

solchen Punkt wieder: 

lim (z — c) . a = wird. 

Diese 3 notwendigen Bedingungen sind, wie unmittel- 
bar ersichtlich, uns ausreichend, damit w=fadz in T 
nirgends unstetig werde. 

Um der noch nicht näher bestimmten Funktion a der 
Klasse die in den Bedingungen 1?), 2?) und 3?) verlangten 
Eigenschaften aufzuprägen, gehen wir aus von der Lagrange- 
schen Interpolationsformel 

aus der wir früher die allgemeine Darstellung der Funktion a 
der Erlasse als ganze Funktion von s und rationale Funktion 
von z abgeleitet haben. In dieser Formel, in der t einen 
beliebig, aber fest angenommenen Parameter bedeutet, be- 
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zeichnen »i ...««•... «« die Werte von s fbr ein und dasselbe 
unbestimmte z, cT] . . . a< . . . a« die aas 1?) sich ergebenden 
jBugehörigen Werte von a. 

Die dnrch 39) definierte Funktion \l>{t^z) ist Funktion 
von z allein. Wir untersuchen zunächst, wo und wie xf) {tj z) 
^Is Funktion von z unstetig wird, wenn die auf der rechten 
Seite von 3?) auftretenden Grössen a«- die Bedingungen 1?), 
:2?) und 3?) erfbUen, und wie sich unter dieser Voraussetzung 
der Ausdruck ftlr tf^it^z) gestaltet. 

Der zweite Faktor — ^^-LJ. irgend eines Summanden 

t — 8i 

von 1/; bleibt stetig, wenn «,==* wird, da, wegen F{t,z)^= 
(po-{t — «j) {t — 8^).,.{t — «„), t — 8i in jP(<, z) aufgeht. Im 
Endlichen kann dieser Faktor nicht weiter unstetig werden; 
im Unendlichen wird er =oo"». Zugleich wird aber auch 
F(8i^z) = <x>^ und a,==0'; fUr ^: = oo wird also xp{t^z) = Q^^ 
d. h. nicht unstetig. Unstetigkeiten von \p (f, z) können daher 
nur im Endlichen vorkommen und zwar sind sie nur dort 
zu erwarten, wo der erste Faktor 



irgend eines Summanden von \p unstetig wird. Letzteres 
kann nur eintreten, wenn entweder 

Vi) Oi unstetig wird, d. h. in den v Verzweigongspuhkten 
von T, oder wenn 

2?) F' (sij z) Null wird, d. h. in den r Doppelpunkten und 
V Yerzweigungspunkten von a. 

'i&i z = ßi ein Verzweigungspunkt, in dem s^ = «^ = cf< 
wird, so werden an dieser Stelle ö^ und a^ unstetig wie 

{z — ßiT ) während ag, ...a„ stetig bleiben; femer werden 
an derselben Stelle F («„ ßi) und F (»g, ßi) gleich Null wie 

{z — ßiy, während F (s^, ßi), . . . F {sn, ßi) von Null ver- 
schieden bleiben. Im Verzweigungspunkte (aiyßi) ist daher 
lim{z — ßi)T^ =lim{z — ßi)T^ = ... = lim(2; — /%)irH = 0, 
aber 

lim (ä — ßi)''^! und lim (z -^ ßi)t^ 
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weder Null noch nnendlicfa. Bezeichnet man folglich den 
gemeinsamen konstanten Wert von 

und lim (^ -/?,). ^, = lim ilii=^ 
mit -x-^», so erhält man: 

r 

Für z = ßi wird demnach i// (<, 2:) unstetig, und zwar, ist 
dort: 

' * ' * . 

xp {t^ z). = Ai . \'l a\ + ftiDCtio continua. 

(t — ai){z — ßi) 

Ist z = ßtg ein Doppelpunkt, in dem etwa «^ = «^ = a^ 
wird, so bleiben dort (7^,0^, cTj . . . a« stetig, aber P{8^yßi) 
und i^ («2, /5?f) werden = wie {z — ßt), während F' («g, ßi), . . . 
P{sn,ßi)^Q bleiben. 

Bezeichnet man daher den gemeinsamen, konstanten 
Wert von 

lim {z — ß^ . Tj und lim {z — ß^) . r^ 
mit "s-Aj so i^t für z-—ßx\ 

lim (z -/?«). V («, ^) = ^« . 4^^ , 
oder: 

xfj (t, z) = Ajt. ■ ^ ^^ 4" ftmctio continua. 

Die Funktion xp (i, 2;) wird also nur in den v-\-r Doppel- 
punkten von B mit oder ohne Verzweigung unstetig, und 
zwar ist, wenn wir die Koordinaten dieser v-^r Punkte 
promiscue mit a^, ßi bezeichnen, für einen solchen Punkt 
allgemein: 

\p (e, z):=iAi. r<-(<, ^) + /. continua, wo " ; ' ' •' 
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Fit, ßi) 



4?) T,{t,z) = 



(t-ai) {z — ßi) 



eine Fanktion ist, die f ttr z= (x> yersehwindet. Es folgt 
hieraus, daXs die Differenz 

^ it, z) - JJ At . Ti{t, z) 

eine in T überall stetige Funktion von z ist, die, weil sie 
für z = Qo verschwindet, überall den konstanten Wert 
Null hat. 

Wir erhalten so, auf Grund der von a zu erfüllenden 
Bedingungen 1?), 2?) und 3?), für xp (^, z) die Ausdrucks- 
form: 

5?) tt>{t,z)J'^\,.Ti{t,z) = ^2:\- ^^*'^*^ 



Ä • • '^ ' ~Ä ^ * (« - <H) {z — ß,) • 

Denkt man sich hierin ^r- nach Potenzen von — ent- 

z — ßi z 

wickelt : 

1 =l(i + A+^+...), 



Z ßi Z ^ Z ^ Z' 

und berücksichtigt man, dafs infolge der Bedingung 2?) 
t/; (i, z) für z= cxi mindestens zur zweiten Ordnung ver- 
schwindet, so sieht man, dafs zwischen den Koeffizienten Ai 
die einschränkende Beziehung 

besteht, die ausdrückt, dafs in der Entwickelung von xp {t, z) 

nach Potenzen von — der Koeffizient der ersten Potenz von 

1 ^ 

— fehlt. 

z 

Die Funktion i/; («, z) geht (§ 12), wenn wir in ihr den 
^^dllkürlichen Parameter t durch % ersetzen, über in ^ («, z) = a. 
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Wir erhalten daher ans 59), für die zu konstmierende 
Funktion a der Klasse die Ausdmcksform : 

^ i=i • = 1 {s — ai) (z — ßi) 

Wir nntersuchen, ob dieser Ausdruck unter der Voraus- 
setzung I?) für die Ai^ den Bedingungen genügt, die a zu 
erfüllen hat. 

Für z=i CO wird wegen I?) auf jedem Blatte von 
T:c7=0*, wie es sein mnfs. 

Für endliche Werte von z hängt das Verhalten von a 
vom Verhalten der v-j-r Funktionen: 



{s — ai) (z-ßi) 



ab. UnStetigkeiten dieser Funktionen sind für endliche 
Werte von z nur zu erwarten, wenn von den zwei Gleichungen 
8 — tti = 0, z — ßi = eine erfüllt ist unter Ausschlufs der 
andern^ oder wenn beide Gleichungen erfüllt sind, oder 
endlich wenn « = oo wird. 

a) Wird a = «,-, aber nicht z = ßi (s nimmt den Wert a< 
IQ m Punkten von T an), so ist s — a^ ein Wurzelfaktor des 
Zählers von T»; Ti bleibt also stetig, und dasselbe gilt von a 

mid von jadz. — Wird z = /J^, aber nicht « = a< (es ist das 
einer der n — 2 Punkte, die unter den Verzweignngspunkten 
oder Doppelponkten « = o^, z = ßi von T liegen), so bleiben 

wieder 7<, a und fadz stetig. 

b) Wird zugleich 8 = ai und z = ßi (dies geschieht in 
den Verzweigungspunkten und den Doppelpunkten), so ent- 
hält der Zähler von Ti den Wurzelfaktor s — ai zweimal, 
nnd Ti läfst sich schreiben in der Form: 

z — ßi 

wo P eine Funktion ist, die für « = ai, z = ßi einen be- 
stimmten, endlichen, von Null verschiedenen Wert hat. 
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Ist nuD 8 = ai^ z = ßi ein Verzweigangspunkt, , so ist 
daselbst 

und daher 

für « = a<, z = ßi unstetig wie (z — ßi) * (für a^ 9t 0); das- 
selbe gilt für Ti und folglich auch für a, da alle übrigen 

Tit{k:^i) für « = ai, z = ßi stetig bleiben, /ad^ bleibt 
also jedenfalls stetig. 

Ist 8 = ai, z = ßi ein Doppelpunkt ohne Verzweigung, 
so hat in diesen zwei Punkten P denselben Wert, und das- 
selbe gilt von denjenigen Tk{k^{)y welche den Faktor 

P _^ ff, Q ^__ /V. 

* nicht enthalten. Dagegen hat ^, wie die Be- 



z — ßi ' ^^ Z — ßi' 

trachtung der Reihenentwickelungen der für « = a», z = ßi 
gleich werdenden Wurzeln zeigt, in den zwei diesem Doppel- 
punkte von 8 entsprechenden Punkten von T, ungleiche 
Werte, und dasselbe gilt von Tc^ da diese Werte ttbrigens 
endlich sind, so ist a stetig in jedem Doppelpunkte. 

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich ein für das 
Folgende wichtiges Resultat. Die v-\-r Funktionen Ti («, z) 
sind den Verzweigungspunkten und Doppelpunkten so zu- 
geordnet, dafs in jedem Verzweigungspunkte (a^, /?<) die 
eine Funktion !r<(«, z) unstetig wird, in deren Ausdruck die 
Koordinaten dieses Punktes auftreten, während alle übrigen 
dort stetig bleiben, und dafs in den zwei in T getrennten 
Punkten eines jeden Doppelpunktes von «die Funktion Ti 
ungleiche Werte annimmt, deren Ausdruck die Koordinaten 
dieses Punktes enthält, alle übrigen aber gleiche Werte. — 
Hieraus folgt: 

SfttZ r) Die v-\-r Funktionen Ti{8^z) sind linear- 
unabhängig. 

Beweis: Wären diese v-^-r Funktionen nicht liaear- 
unabhängig, so müsste eine von ihnen, etwa 7\ sich dar- 
stellen lassen durch einen Ausdruck: 



tjssr 
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wo die Q Konstanten bedeuten, die nicht alle Nnll sind.. 
Es müsste dann nach dem Vorigen, wenn « = «^,2; = j^, ein 
Verzweigungspnnkt ist, mindestens eine der v -\-r — 1 Funk- 
tionen rechts in diesem Punkte unstetig werden, und wenn 
s=a^^ z = ß^ ein Doppelpunkt (ohne Verzweigung) ist, 
mindestens eine dieser Funktionen in den zwei zu diesem 
Doppelpunkte gehörigen Punkten von T ungleiche Werte 
annehmen. Beides ist aber unmöglich. 

« 

c) Die bis jetzt besprochenen Fälle a) und b) ziehen 

keine Unstetigkeit von ja dz nach sich. Wird dagegen 
« = 00 , was nach unsem Voratissetzungen über die Grund- 
gleichung F=Q nur für endliche, von /?< (i = 1, . . . » -j* ^) 
verschiedene Werte von z stattfinden kann, so wird jedes 

Ti und daher auch a und jadz unstetig. Um diese Un- 
Stetigkeiten zu beseitigen, müssen den Koeffizienten Ai Be- 
schränkungen auferlegt werden, die noch näher zu unter- 
suchen sind. 

Bezeichnen wie bisher ß^ .../%... /^v + r die Werte von z, 
denen die Verzweigungspunkte und Doppelpunkte von « ent- 
sprechen, so ist 

7?) a.R(z) = o.{z — ß,)...{z — ßi).,.{z — ß^^r\ 

wie sich unmittelbar aus 6?) und aus dem Umstand, dafs^* 
für 5: = 00: (7 = 0* wird, ergiebt, eine ganze Funktion 

s j z ) von 8 und z von den Graden n — 1 und 
vJ^r — 2. Schreiben wir daher 



8?) 



(n— 1 v + r— 2\ 
B , Z ) 



R(z) 



so bleibt uns noch die Aufgabe zu erledigen, die Koeffizientea 
der ganzen Funktion G so einzuschränken, dafs diese Funk- 
tion für « = 00 nicht mehr unstetig wird. 

Zu dem Zwecke schicken wir eine Vorbetrachtung vor«^ 
aus. Es seien /^ Qu = 0, 1, 2, ... w — 1) ganze Funktionen . 
von « und z von der Form: 
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worin g^Q, (p^ ^ . >(Pfi identisch sind mit den Koeffizienten der 
Gnmdgleichnng 

^ C, ^ ) = 7^0 «- + 7^1 «* " ^ + • • • + y n = 0. 
Schreibt man diese letztere Gleichung in der Form: 

SO erkennt man sogleich, dafs die n Funktionen fu für 
8 = CO nicht unstetig werden, sondern zur ersten Oronung 
verschwinden, und dafs insbesondere /» identisch gleich 
NuU ist. 

Ist nun 

irgend eine ganze Funktion von « und Zj die in s vom /u*^ 
Grade ist und daher für « = oo im allgemeinen unendlich 
zur Ordnung fi wird, so wird der Quotient 

= — + Fk ^yi)*""' +(««— — y«)«^""' + • • • 



+ ic,—^9>,)]:f, 



fttr « = 00 unendlich zur Ordnung ^-\-l. Soll fi" fttr » = oo 

nicht unstetig werden oder doch zu einer geringem als der 

H 
fj^^ Ordnung, also -7- zu einer geringem als der Qu -}- !)*•■ 

Ordnung unendlich werden, so darf, wenn man berücksichtigt, 

dafs « = 00 wird nur wenn O)« = wird, — für « = 00 

nicht unendlich werden, d. h. c mufs ohne Best durch % 
teilbar, also 

sein, wo b^ eine ganze Funktion von z ist. Ist diese Be- 
dingung erfüllt, so ergiebt sich: 
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+ (^.a — ^oViu) 

WO P eine ganze Funktion von s und z bezeichnet, die in s 
Dur bis zum Grade /< — 1 ansteigt. Diese Funktion P wird 
für « = 00 im allgemeinen =oo^-i; soll sie fttr « = oo zu 
einer niedrigeren Ordnung nnendlich werden, so mufs, wie 
den vorigen analoge Betrachtungen zeigen, der Koeffizient 
Ton «"-^ ohne Rest durch q>^ teilbar sein, d. h. P^b^z) sich 
darstellen lassen durch einen Ausdruck von der Form 

wo \ eine ganze Funktion von ^, und P^ eine ganze Funk- 
tion von 8 nnd z ist, die in 8 bis zum Grade ^ — 2 ansteigt 

So setzt sich das fort. — Soll H fttr « = oo überhaupt 
nicht unendlich werden, so muss U die Form haben: 

wo b^j bj^ . . . bjj, ganze Funktionen von z sind. 

Wendet man dieses Resultat an auf die Funktion 

8 j z / in 8?), SO folgt: soll 6? fttr «= oo nicht 
unstetig werden, so mufs G notwendig die Form besitzen: 

+ ^«-2 (^) ./i («, Z) + ^n-1 (^), 

WO Aq^ yI^j...An-i ganze Funktionen von z sind, und 
zwar, da zufolge unserer Voraussetzungen ttber die Grund- 
gleichung F=0:q>Q in z vom Grade m ist, -^^, . . . ^»-a 
ganze Funktionen vom Grade v-^r — m — 2, ^n — i ein© 
Funktion vom Grade v-\-r — 2. 

Welche Bedingungen mttssen nun die Eoefifizienten Ai 
in 5?) erfttUen, damit bei den eben angegebenen Graden 
von Aqj A^ ... -^n - 1 identisch 

Landfriadt, Theorie d. algebr. Faulet 10 
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Beachtet man, dafs nach nnsern Voraussetzongen über 
die Gnmdgleichong F \8^ z) = die Wurzeln 

Ton R{z) alle von einander verschieden sind, so liefert die 
Partialbruchzerfällnng von 

zur identischen Erfttlinng von A?) zunächst die Bedingung: 

WO -B' (/?<) den Wert von -^ — f tlr z = ßi bezeichnet — Um 

dieser Bedingung 10?) eine andere Form geben za können, 
betrachten wir zuvor die Funktionen / etwas genauer. Aus 
der Definition derselben folgt: 

^./»-i =F{t,ß) — (p^, 

^•A— 2 =/n — 1 fpn — ly 

^•A — 8 =/n~2 y« — 2> 



<•/« =/• — 9^8» 

^•/l =/« — 9P2J 

Hieraus ergiebt sich: 

+ a ./». 1 — a«/» «2 — a . 9>ii - 1 

+ «*./••- 2 — «Vü -S — O*. 9>ii-2 

+ 

+ 
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oder, mit Weglassnng der sieh aufhebenden Glieder: 

r = 
WO 

+ qpn - r . «~" " + . . . + yn- 1 . a . + ^n, 

oder, da/o = yoO^): 

ist, da « = a eine der Wurzeln von F \8^ z) ^0 ist, die zu 
z = ß gehören. Wir haben somit die Beziehung: 

r = 

oder 

die für a^ss a^^a^...av _|.r, ß = ßiy ß^ "' ßv}-r gilt. — Mit 
Benutzung dieser Beziehung geht die von den Koeffizienten Ai 
zu erfüllende Bedingung 10?) über in: 

n — 2 

11?) A' J^ al.fn^y^i{t,ßi)^Ai.a^-K(po{ßi) 

v = 

Da diese Bedingung für jeden Wert von t identisch erfüllt 
sein mufs, so müssen die beiderseitigen Koeffizienten gleicher 
Potenzen von t dieselben sein. Da femer beiderseits i^~'^ 

in /^-i(i, /%) = 9Po (Ä)-^~^~h •• • ^^^ wegen unserer 
Voraussetzungen über die Grundgleichung F=0, von Null 
verschiedenen Koeffizienten ^^ (ßi) hat, so mufs 

'~ ü'ißi) 

sein, d. h. die beiderseitigen Koeffizienten von /« . i (ty ßi) in 
11?) müssen einander gleich sein. Nimmt man beiderseits 

10* 
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das Glied mit /« _ i weg, so ergiebt sich ebenso die Gleich- 
heit der Koefi^ienten von /» _ g u. s. w. — Man erhält so 
zur identischen Erfttllnng von A?) die Bedingungen: 



B?) 



^r(ßi) ^Ai.a;, (v = 0, l,2...n — 2) 



für 1 = 1,2. ..v-\-r. — Berücksichtigt man weiter, dafs 
die Partialbruchzerfällungen von ' und — ^w?) — ^*** 
der Form: 

^> (z) _ "y ^, ißi) 1 (v = 0, 1, 2...n — 2) 

R{z) -<^x ß'm z-ßi' 

^n-ii') ^"\f ^n-x(ßi) 1 



iJ(z) .-fi R'(ßi) Z — ßi 

sind, so sieht man sogleich ein, dafs die Bedingungen B?) 
sich ersetzen lassen durch die folgenden: 



C?) 



V-|-»' 



^^jtAl^ (v = 0,1,...«-2), 

■tt(Z) i = i z — Pi 



* Ar I ♦ I • . 9 - 



' Vo (ßi) 



R (z) i^, z — ßi 



Die hierin auftretenden ganzen Funktionen A^^ ^» . i und 22 
sind, wie schon erwähnt, in z von den Graden t? -|- r — m — 2, 
v-^-r — 2 und v-j-r. Denkt man sich daher die linken 
Seiten von C?) entwickelt nach Potenzen yon z, so enthalten 
diese Entwickelungen nur Potenzen von z mit negativen 
Exponenten, und zwar beginnt die absteigende Entwickelung^ 

von J"; l mit einem Glied mit z-"*-*, die von * ~ ^ ^ ^ 
R yz) R [z) 

mit einem Gliede mit der Potenz z-^. Entwickelt man auch 

die rechten Seiten von C?), so muCs somit in der Ent- 

wickelunff von ^ — ^ die Summe aller Glieder ver- 
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schwinden, die z zu einem Exponenten — ä > — m — 2 
enthalten, d. h. es mufs sein: 



J; A-.aI./Sf = 0, für 



V = 0, 1, 2 ... n — 2, 
iu = 0, 1 . . . m. 



Analog mufs in der Entwickelung der rechten Seite der 
zweiten Bedingung C?) die Summe aller Glieder mit z-^ 
verschwinden. An Stelle von C?) erhalten wir so die Be- 
dingungen: 

no) '^ Ai.a\fi=^, für 1 ^ = ^'1» •••'* — 2, 

» = 1 



ju = 0, 1, . . . w. 



Diese Bedingungen sind eine unmittelbare Folge von C?). 
Sind umgekehrt diese Bedingungen II?) und III?) erfüllt, so 
liefert C?) die Funktionen A mit den in A?) vorgeschriebenen 
Graden in z^ während zugleich A?) erfüllt ist, wenn B?) er- 
füllt ist, und B9), wenn C?) erfüllt ist. Die Bedingungen H?) 
und lU?) sind also die notwendigen und ausreichenden 
Bedingungen dafür, dafs 

/ X ''v^'* ^ ^(«,/^) 



»•=1 (« — «») i^ — ßi) 

für «=00 nicht unstetig wird. 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so haben wir 
folgendes Resultat: 

Jeder Integrand I. Gattung a läfst sich in die Form 
bringen: 

<=i (« — (Xi) {z Pi) <=i 

V 

wo die Ti linearunabhängig und die Ai konstant sind. Um- 
gekehrt ist aber ein Ausdruck dieser Form nur dann ein 
Integrand I. Gattung, wenn die Bedingungen erfüllt sind: 

I?) jf Ai . I^^ll^ = 0, für jedes <; 

»=^1 t — ai 
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y = 0, 1, . . . n — 2, 
^ = 0, 1, . . . m. 



n?) 2^ Ai.a].(fi = Oy für 

< = i 

m?) !2'''^<.a^-^9>o(Ä) = 0• 

Die Frage, die sich nun aufwirft, ist die: sind diese 
Bedingungen alle von einander unabhängig, oder sind eine 
oder mehrere von ihnen Folge der ttbrigen? Ist letzteres der 
Fall, so müssen diese überzähligen Bedingungsgleichungen 
aus dem System der Bedingungen I?), 11?) und III?) weg- 
gelassen werden. 

(n — 2 m\ 
8 jz) irgend eine ganze Funktion von s 

und z von den angeschriebenen Graden, so ist 

n-~2 m 

v=0 /it = 

Das System der (n— 1) (w + l) = (n — 1) (m— 1) + 2 (n — 1) 
= r-{-p-\-2{n — l) = r-{-v — p Bedingungsgleichungen II ?) 
läfst sich also dadurch ersetzen, dafs man verlangt, es solle 

(n — 2 m\ 
8 , z) sein: 

Berücksichtigt man nun, dafs 



n 
und daher 



L,F'{8,z) = <p,{z).8--^-\-gCs ',"), 



1 /h — 2 ih\ 

ist, so ergiebt die Fordernng U^): 

^- 'j:.Ai.F'(at,ßi)=YAi.q>,{ßi).a7-\ 

W <=1 »==1 

und weiter, da F'(ai, ßi) = ist: 
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Die Bedingung III 9) ist daher eine Folge von 11^ oder 11?) 
ond deshalb wegzulassen. 

Femer ist die Bedingung I?) der Ausdruck dafür, dafs 

gleich 0^ wird, für z = co. Sind aber die Bedingungen II?) 
nnd die aus ihnen fliefsenden Bedingungen UI?), welche das 
identische Erfülltsein von -4?) mit den früher geforderten 
Grade von ^o» • • • -^»-2j -^^n-i in « nach sich ziehen, erfüllt, 
so folgt aus eben diesen Graden der Funktionen ^, dafs 
tpit^z) flir 2: = 00 gleich 0^ wird. Die Bedingung I?) ist 
also ebenfalls eine Folge der Bedingungen 11?). 

Wir haben uns somit nur noch mit diesen Bedingungen n?) 
zu beschäftigen, um festzustellen, ob dieselben überzählige 
Gleichungen enthalten oder nicht. 

Die Gleichungen des Systems II?) sind in den unbe- 
kannten Koeffizienten Ai linear und homogen. Enthält ein 
solches System überzählige Gleichungen, so giebt es stets 
€in System von Multiplikatoren, die nicht alle Null sind, 
und die Eigenschaft besitzen, dafs bei Multiplikation der 
Gleichungen II?) mit diesen Multiplikatoren und nachherige 
Addition alle Unbekannten Ai herausfallen. Ersetzt man 
dann das System der v-{-r — p Gleichungen II?) durch die 

eine Gleichung II;) und nimmt man in dieser die vorigen 

8 , z), SO wird 



(n — 2 m\ 
«M ßi) 



0, 



ohne dafs alle Koeffizienten von g Null sind. Die Funktion 
ff wird dann also Null in allen Verzweigungspunkten und 
allen Doppelpunkten von «, besitzt also t7-f-2r Nullpunkte 
in T. Dies sind aber auch sämtliche Nullpunkte von ^ in T. 
Denn g wird oo*" für 2: = oo in jedem der n Blätter von T, 
und ausserdem noch wi-mal (nämlich für 8 = 00) oo*— 2, und 
bleibt sonst überall stetig, g ist also von der Ordnung 
m .n-\-m{n — 2) = 2m {n — 1) = r -|- 2r. 
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Berücksichtigt man weiter, dafs F' (», z) dieselben Null- 
und Unstetigkeitspunkte hat wie g und zu denselben Ord- 
nungen, so folgt: 

9 

ist eine Funktion der Klasse, die in T weder Null noch 
unstetig wird und daher überall denselben von Null ver- 
schiedenen konstanten Wert C hat. Es ist also 

oder, wenn wir durch — C dividieren und den Faktor ^ 

mit g vereinigen: 

<7 + ^' = 0. 

Enthält daher das System II?) überzählige Gleichungen^ 

so genügen die Wurzeln« der irreducibeln Gleichung -P(^«, 2: /=0 
auch einer Gleichung niedrigeren Grades 

(n — 2 m\ 

die in z ebenfalls rational ist. Da dies mit der voraus- 

(n m\ 
SjzJ = in Widerspruch 

steht, so haben wir den 

SfttZ II?) Das System der v-\-r — p Gleichungen: 

n?) T^,.«r^=o {;=:,^,v;.r" 

enthält keine überzähligen Gleichungen. 

Die Gleichungen 119) erlauben es also, v-\-r — p der 
t7-|-r Unbekannten Ai durch die p übrigen, willkürlich 
bleibenden linear und homogen auszudrücken. Ausgenommen 
hiervon ist der Fall p = 0, in dem alle Ai = sind, und 
ein Integral I. Gattung daher gar nicht existiert. Sind 
A^ . . .Ajf. . . Ap die willkürlich bleibenden Koeffizienten, so 
lassen sich die andern Axß'^p) darstellen in der Form: 

p 
Ax = 2J ^x'^^h 
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wo die Jxy bekanntlich Quotienten von Determinanten sind. 
— Mit Einführung der Bezeichnung: 

p 

T^ iß, ^) + 27 ^x 2 . Ta («, z) = w\ 

ergiebt sich nun: 

13?) G=^\p(s^z)=iA^xo^-\-A^.w\-\-... -|--4;jM7i-|-... -\-A^.w'^ 

Infolge der Willkürlichkeit von A^ , • • ^p sind w[. . .Wp 
Integranden I. Gattung, aufserdem sind sie, ebenso wie die 
Tij linearunabhängig. Dies liefert den fundamentalen 

s,z) = irre- 
ducibel, so sind die o-j-r — p Gleichungen 

nv) ^A^.aUß^^o {;r;A:.:.r' 

voneinander unabhängig, und jeder vermittelst 
dieser Gleichungen der Grundgleichung F=0 
zugeordnete Integrand I. Gattung ist von der 
Form: 



die Anzahl der linearunabhängigen Integranden 
I. Gattung ist stets gleich p, und speziell =0 
für p = 0. 

Die hier abgeleitete Form 14?) des Integranden L Gattung 
ist nicht die seit Biemann gebräuchliche. Um diese zu er- 
halten, bilden wir den Ausdruck: 

15?) y (<,.)= Ja.. ZM.. 

Diese Funktion q) (^, z) ist ganze Funktion von «, und 
zwar höchstens vom Grade n — 1, und rationale Funktion 
von z. Für t = 8x bleibt sie endlich und ebenso für <7 = oo. 
Denn, wenn a= oo wird für z = y, so ist lim {z — y) . a= 0, 
also auch lim {z — y) .(p = Q f tlr z = y. Da ferner für 
^==00 : (7 = 0* 

JP (■§■ rr\ 

und — ii_Z = oo*» wird, so ist für z = (x^\q> = Qo'^''^. 
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7) ist also eine rationale Funktion von Zy die für end- 
liche Werte von z nicht anendlich wird, für -? = oo aber 
= 00"* -2 wird, und daher eine ganze Funktion von z vom 
Grade m — 2. 

Setzt man nun 

80 folgt, da F(t,z) = q)Q.(t — «,)...(« — s^) ist, ans der 
Definition von <p: 

n 



x=l 



Hierin ist S = ^^x' 



x=l 



1^.) einwertige Funktion von z] denn wenn z in der 
komplexen Zahlenebene einen Ringweg beschreibt, so ändert 
sich nur die Reihenfolge der Summanden von S; 

2?) eine überall endliche Funktion von z; denn ftlr 
jedes beliebige r ^ a ist lim (z — a) .a=0. Als einwertige, 
überall endliche Funktion von z ist daher S eine Konstante, 
und zwar = 0, da fttr z = qd alle a^ = 0* werden. — Es 
ist daher (7=0, und 



169) 



T-^ F(tz) /"-2 m-2\ 

2ja^.~^^/- = fp{t ,z ). 

= 1 ' *x 



Berücksichtigt man weiter, dafs in irgend einem Doppel- 
punkte 8 = yyZ = d von », in dem etwa «1 = «« = y, «s ""^ y»? • • • 
wird: 

• F(t,S) Vq.« — y)*. (< — /.)...(< — y.) 

*=i t — 8^ ^ t — y 

' * t — y 

, ^ yp • ( ^ — y) * ' (< — y< ) - - ft — y*) 
* « — y» 

+ 
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t ^z ) wird in allen Doppel- 
punkten (y^, d^) (ß = 1, 2 . . . r) von « Null zur ersten Ordnung. • 

(»—2 •••— 2\ 
% ^Z )j 

dafs sie in allen Doppelpunkten von s gleieh 0^ wird, heifst 
seit fiiemann, eine ^-Funktion. 

F(t z) 
Läfst man ^ = «^ werden, so geht — ^^-LJ. tlber in 

F'(8^jZ\ und man erhält: ^ 

o^.F'(s^,z) = fp{s^,z). 

Analog ergiebt sich allgemein: 

a^.F{8x,z) = (p(8^z) (x= 1, 2 ...n). 

Hieraus folgt: o . F' {s, z) = (f> («, z) 

oder 

(n— 2 w — 2\ 
8 ,Z ) 



17?) a = 



F' {8, Z) 



Das ist die Riemann'sche Form der Integranden 
I. Gattung. — Der Zähler q> ist an die Bedingung gebunden, 
dafs ftlr jeden Doppelpunkt 8 = ygy z = dQ (p = 1, 2 . . . r) 

ist, und diese Bedingungsgleichungen, in Verbindung mit den 
angeschriebenen Graden von cp in s und z sind umgekehrt 

auch ausreichend, damit a = -^y ein Integrand L Gattung sei. 

Nach SatzIII?) giebt es bei irreducibeler Grundgleichung 
F=zQ vom Geschlecht p stets p = (w — 1) (n — 1) — r linear- 
unabhängige Integranden I. Gattung. Die r Gleichungen IIJ) 

zwischen den (m — 1) (w — 1) Koeffizienten von (p enthalten 
also keine überzählige Gleichung, d. h. 

SatZlY^) Ist die Grundgleichung FC,r) = ir- 
reducibel, so ist die Anzahl r und die Lage der 
Doppelpunkte (y,(J) eine solche, dafs sich unter 
den r Gleichungen IIJ) keine überzählige findet. 
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Hieraus folgt: das Gleichungssystem IIJ) hat mindesten» 

eine, von Null verschiedene Auf lösungsdeterminante von der 
Ordnung r. 

Bezeichnet man die p linearunabhängigen Integranden 
I. Gattung, deren Existenz und Ausdrucksform im Vorigen 
nachgewiesen wurde, mit w[j i^?J, . . . tr^ so läfst sich jeder 
Integrand L Gattung w' darstellen in der Form: 

189) w' = Cj^w[ -}- c^w2 -\- . . . + ^p'^p + konstans, 
wo die q . . . Cp konstante KoefiQzienten bezeichnen. 

Jeder dieser p linearunabhängigen Integranden I. Gattung 
liefert ein Integral I. Gattung; das giebt p linearunab- 
hängige Integrale I. Gattung 

Wj^ =:jw[dZy U7j = jw'idzy . . • Wp=jWpdz^ 

durch welche sich jedes Integral I. Gattung w aus- 
drücken läfst in der Form: 

19?) w = c^Wj^ -{- c^w^ -{- . . . -|- ^p^p 4" konstans. 

Aus der Linearunabhängigkeit der p Integrale I. Gattung 
Wj^, ,, .Wp folgt aufserdem: 

Satz V) Die Gleichung: 

^1 ^1 "l~ ^2 ^2 "l~ • • • -\- Cp'^p = konstans 
kann nur erfüllt werden, indem man sämtliche 
Koeffizienten c^ , . .Cp gleich Null setzt. 
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I. Gattung. 

Jedes Integral I. Gattung w ist eindeutig in der einfach 
zusammenhängenden Fläche T' und besitzt an den Quer- 
schnitten dieser Fläche konstante Periodizitätsmoduln. Sind 
tp^ . , ,Wp p linearunabhängige Integrale L Gattung, und ist 

an ax: w^ — «7^ = ^^ji, 

„ bx: w^ — w^ = B^xy (x = 1, 2 , . . . p), 

„ cx: u?^ — tr,= 0. 
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so hat 



w = ^Cx . Wje -f- konstans 



an ax den Periodizitätsmodul Ai = ^c^ . A^x, 






» 



>? 



^i = ^Cx . -Bk2j 



x=l 



Ci = 0. 




Ftg. 34. 



Hierin ist (siehe Fig. 34): 



^xi = 




■Sjei 



ß 



a 

a 

ß 



w'^ . dz 



wl . d-?. 
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Im Folgenden leiten ^ir über die Periodizitätsmoduln 
der Integrale I. Gattnng eine Beihe von Sätzen ab, derea 
Beweis anf der Anwendung des sogenannten Green'schen 
Satzes beruht. 

Bezeichnen U und V zwei reelle Funktionen von x und y^ 
die ebenso wie ihre Derivierten innerhalb einer zusammen- 
hängenden, von einer oder mehreren geschlossenen Kurven C 
begrenzten Fläche /S, eindeutig und stetig sind, so ist bekannt- 
lich nach dem Green'schen Satz*): 

JJ (S) y J iC) 

wo die Integration links sich über sämtliche Flächen- 
elemente von iS, die Integration rechts in positiver 
Bichtung über sämtliche Bandkurven C^vonS erstreckt. 

Es sei nun 

fiz) = X + iY 

eine innerhalb S und auf ihrem Bande C eindeutige und 
stetige Funktion von z = a:-{- iy, so dafs Gleiches auch von 
ihren Derivierten gilt. 

Setzt man in 1?) 

0.2? öy ' 

SO erhält man: 

{-T^ — . -T^ r — . -^r — } da!,dy = l X .dY^ 
ba: dy by bx \ J ^o 

^ — 11. ^A__^_Z. 
bx bt/ ' br/ bx 




oder, da 

2?) 
ist: 



-) /te)'+(^)'i— . 




*) Siehe etwa: Dur^ge, Elemente der Theorie der Funktionen, 
oder Neumann: AbePsche Integrale, pag. 8 und 26. 
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Die einzelnen Elemente des Integrals links sind positiv^ 
also aueh das ganze Integral. Dieses kann nur dann Null 
werden, wenn jedes Element Null ist, d. h. wenn überall in 5 

bX ^ bX 
und 



ha bj/ 

Kall sind. Zufolge 2?) müssen dann aber auch 

bY ^ bY 
und 



bx bi/ 

überall in S gleich Null sein. Dies liefert den 

HllfSSatZ: ist f{z) = X + i F auf einer Fläche S ein- 
deutig und stetig, so hat das Integral 

fX.dY, 

in positiver Bichtung über den Rand C von <S 
erstreckt, einen Wert, der stets positiv ist 
und nur dann Null wird, wenn f{z) innerhalb ^S 
überall denselben konstanten Wert hat. 

Die einfach zusammenhängende Fläche T hat, wie der 
vorige Hilfssatz es von S verlangt, eine geschlossene Rand- 
kurve, und in T* ist das Integral I. Gattung w eindeutig^ 
und stetig. Auf T und w läfst sich also dieser Hilfssatz 
anwenden. Ist daher, nach Zerlegung in seinen reellen und 
seinen imaginären Bestandteil: 

so folgt: das Integral f(T)U.dv ist stets positiv und 
nur dann Null, wenn w sich auf eine Eonstante 
reduziert. 

Dieses Randintegral /(r)^^v lässt sich durch die Periodi- 
zitätsmoduln von w in T* ausdrücken. 

Bedeuten allgemein P, Q Funktionen, die, welches aueh 
ihr Verhalten im Innern von T' sei, an den Querschnitten 
üijbx konstante Periodizitätsmoduln haben, so zwar, daf» 

an ax: P—P= ax, Q—Q = «1, 
„ h: P-P=ß,,Q-Q = ^x, 
„ c: P-P=0, Q-Q = 0, 
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sei, so ist (Fig. 34) 




P,dQ = 

(r) 



p 

2: 




a 
a 



(p.dQ — P.dQ)-{- 




(p.dQ—^.d^ 



y\ /- - 
b 

ß 



+ 




d 

c 
w 



(p.dQ—p.dQy 



Da an allen Qnerscbnitten dQ = dQ ist, so erhalten 
wir, wenn wir dafttr kurz dQ schreiben: 




p.dQ=2; 

(T) ^-' 




a 

a 

ß 



(p — p)dQ 




7 
h 

ß 



{p—p)dQ 



e 



{p-p)dQ^., 
i I 



and zufolge der Periodizitätseigenschaften von P: 




P.dQ = 2^\ai. 




a 

ß 



dQ — ßi. 




r 

b 

ß 



dQ\ 



Berücksichtigt man schliefslich, dafs 



/?i = 




a 

a 

ß 



dQ.a'x 



ii 




r 
b 



dQ 



ist, so ergiebt sich das Resultat: 



5?) 



(r) ^ = ^ 
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Wendet man dies an anf das Integral I. Gattung 
v; = u-{-iv mit den Periodizitätseigenschaften: 

+ - 
an axi w — W'= Ax^iax-^-lax^ 

„ hxi w — w=^Bx = ßx + ißxj 
190 erhält man: 

«?) / udv = jj{ax.ß'x — a[.ßx\ 

und der obige Hilfssatz liefert den 

Sita I?) Besitzt das Integral L Gattung w 

an ax den Periodizitätsmodul: -4ji = a^ -j- taj, 

SO ist die Summe 

stets positiv und wird nur dann Null, wenn w 
sich auf eine Eonstante reduziert. 

Bemerkung: Bildet man T mit Hilfe von w^^u-^-iv 
auf eine tr- Ebene ab mit der Abscissenachse u und der 
Ordinatenachse V, so liefert /|j^.w dt? oder ^{oiißx — «l.A) 

den Flächeninhalt des Bildes von T\ 

Aus Satz 1?) ergiebt sich eine Reihe von Folgerungen. 

Die Summe ^((xxßi — oxßx) wird Null u. a.: 

i 

1?) wenn alle ax und alle a'x, also auch alle Ax gleich 
Null sind; 

2?) wenn alle ßx und alle ß'x, also auch alle Bx gleich 
Null sind; 

3?) wenn fUr p Werte von A entweder ax = ax = 
oder ßx = ßi = ist; 

4?) wenn alle ax und alle ßx gleich Null sind, w also 
nur rein imaginäre Periodizitätsmoduln besitzt; 

Landfriedt, Theorie d. algebr. Funkt 11 
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5?) wenn alle al nnd alle ßx gleich Null sind, nnd ur 
daher nnr reelle Periodizitätsmodnln besitzt; 

6?) wenn an einigen Querschnitten ax = ßx = 0^ und 
an allen andern al = /Ji = ist. 

Auf Grund von Satz I?) folgt hieraus unter anderm: 

Folgerungf I?): Besitzt ein Integral I. Gattung w slu p 
von den 2p Querschnitten ax,bx Periodizitäts- 
moduln, die =0 sind, so reduziert w sich auf 
eine Konstante. 

Folsrerungr 11?): Sind die Periodizitätsmoduln eines 
Integrals L Gattung w entweder alle rein reell^ 
oder alle rein imaginär, so reduziert w sieb 
auf eine Eonstante. 

Wendet man diese Folgerungen auf den Fall p=l 
an, so erhält man bekannte Resultate. — Alle Integrale 
L Gattung lassen sich in diesem Falle durch eines derselben^ 
w^ ausdrücken, und dieses hat nur zwei Periodizitätsmoduln 
A und B, 

Aus Folgerung I?) ergiebt sich dann: weder A noch -B 
darf Null sein. 

Aus Folgerung n?) ergiebt sich: das Verhältnis -^ darf 

w ^ 

nicht reell sein; denn sonst würde -j ein Integral L Gattung 

sein, von dessen Periodizitätsmoduln der eine == 1 und der 

andere ebenfalls reell wäre, was bei nicht konstantem w 

A 
unmöglich ist. Das Verhältnis -^ muss also eine komplexe 

Konstante sein, von der zwar der reelle, nicht aber der 
imaginäre Bestandteil verschwinden darf. 

Aus Folgerung 19) ergiebt sich femer: 

SfttZ II?) Ein integral L Gattung w ist, bis auf eine 
additive Konstante, vollständig bestimmt, wenn 
'p Periodizitätsmoduln desselben an irgend p 
von den 2p Querschnitten a^, ^x gegeben sind, 
vorausgesetzt, dafs diese p Periodizitätsmoduln 
nicht alle Null sind. 
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Beweis: Haben zwei Integrale I. Gattung w und W an 
denselben p Querschnitten dieselben Periodizitätsmoduln, so 
ist die Differenz w — PF ein Integral I. Gattung, das sich 
nach Folgerung I?) auf eine Konstante reduziert, w und W 
können sich daher nur um eine konstante Gröfse unter- 
scheiden. 

Ebenso erhält man aus Folgerung 11?): 

SftfZ in?) Ein Integral I. Gattung w ist^ bis auf eine 
additive Eonstante, vollständig bestimmt, wenn 
die 2p reellen oder die 2p rein imaginären 
Bestandteile seiner sämtlichen Periodizitäts- 
moduln an allen 2p Querschnitten ax^ bx gegeben 
sind. 

Die Sätze 119) und III?) zeigen, dafs die 2 p Periodizitäts- 
moduln eines Integrales I. Gattung nicht von einander unab- 
hängig sind. Aber auch zwischen den Periodizitätsmoduln 
je zweier Integrale I. Gattung W^, W^ besteht eine Beziehung, 
die wir ableiten wollen. 

Bildet man das Integral 

in positiver Richtung ttber den Rand von T erstreckt, so 
ist nach Gleichung 5?): 

wenn Alx^B^x die Periodizitätsmoduln von W^^A^x^Bii die 
von Wj an a^? bx bezeichnen. Andererseits ist aber auch 
nach einem Satze von Cauchy: 

/(jpj TFj .d W, = 27ri mal der Summe der Residuen von 

TF, .-^in r, 
* dz 

dW 
und diese Residuensumme ist Null, da TT^ . , ^ in T^ 

überhaupt kein von Null verschiedenes Residuum besitzt. — 
Wir haben so den 

11* 
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SlIZ IT?) Zwischen den Periodizitätsmodnln ^2,6^2 
und A2XJ Bix (A = l, 2...p) zweier Integrale 
I. Oattnng W^ und W^ besteht die biiineare 
Beziehung: 

7?) 2^{AaB2x — AnBn) = 0. 

2=1 

Zwischen den 2p* Periodizitätsmoduln von p 
linearunabhängigen Integralen I. Gattung be- 
stehen also -^fip — 1) solcher bilinearen ße- 
lationen. 

Die Beziehung 7?) ergiebt sich auch sehr leicht direkt 
aus dem Green'schen Satze. 

Mit Hilfe des Schlufssatzes des vorigen Paragraphen 
wollen wir nun noch ein für das Folgende wichtiges Resultat 
ableiten. 

Bezeichnen w^...Wx...w^ irgend p linearunabhängige 
Integrale L Gattung mit den Periodizitätsmoduln A^i^ B^x 
(x, i = 1, 2 . . . p), so stellt jeder Ausdruck von der Form 

t/; = Cj «7, -f- ^a ^a • • • "f" ^p'^p ~h J^OUSt, 

worin die c konstante Koeffizienten sind, wieder ein Integral 
I. Gattung dar. Diese Koeffizienten ^^ . . . Cp denken wir uns 
nun so bestimmt, dafs die Periodizitätsmoduln von ti7 an p 
beliebigen Querschnitten, etwa an a^^a^..,a^ gleich Null 
werden. Die entsprechenden Werte von c^ . . . Cp sind dann 
die Wurzeln der p linearen und homogenen Gleichungen: 

^1^11 \ ^2 "^21 I • • • 1" ^P'^Pl ^^^^ ^» 

^1 A2 + ^2 A« + • • • + öp^J»2 = 0, 



^1 IP \ ^2 ^"2^ I • • • ~l ^P • -^PP ^' 

Werden c^ . . . Cp hieraus berechnet, so reduziert sich w, 
nach Folgerung I?), auf eine Konstante. Dies ist aber nach 
dem Schlufssatze des vorigen § nur möglich, wenn alle 
Koeffizienten Cj . . . Cp Null werden. Die Wurzeln des vorigen 
Gleichungssystems sind daher alle = 0, und dies ist nur 
möglich, wenn die Aufiösungsdeterminante: 
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8?) 



W^24 -^«1 • • • -^ 



'11 

^12 **22 



Ata **tka % m » A 



PI 
P2 



A A A 



des Systems von Null verschieden ist. Dies giebt den 
wichtigen 

StfZ T?) Die Determinante ^ der Periodizitäts- 
modnln von f linearnnabhängigen Integralen 
L Gattung an p beliebigen der 2p Querschnitte 
a;i, hl (A= 1, 2 . . . jo) ist stets verschieden von Null. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dafs wir die Koeffi- 
zienten c^ . . . oTp so bestimmen können, dafs das Integral 

t{7 = Cj M?^ -f" ^2 ^2 "h • • • H" ^p*^p "h konstans 
an f willkürlieh gewählten Querschnitten a^ oder hx vor- 
geschriebene Periodizitätsmoduln erhält, nur dürfen, wenn 
«7 sich nicht auf eine Konstante reduzieren soU, diese p 
Periodizitätsmoduln nicht alle = sein. Ist so über die 
Ci...Cp Verftlgung getroflTen, so ist, in Übereinstimmung 
mit Satz U?) dieses Paragraphen, w bis auf eine additive 
Konstante bestimmt; namentlich sind auch die übrigen f 
Periodizitätsmoduln von w bestimmt. 

Dieser Satz läfst sich umkehren. Wir gehen jedoch 
hierauf nicht ein, wollen vielmehr hier noch mit kurzen 
Worten auf den Zusammenhang hinweisen, der zwischen der 
gegenwärtigen Theorie und der Theorie der periodischen 
Funktionen besteht. 

Es seien 



W7l,W?2, 



IT, 



p linearunabhängige Integrale L Gattung, deren Periodizitäts- 
moduln durch das Schema: 



9?) 





«1 


^2 • . . a;i . . . Op 


6, ftj . . . bx . , , bx 


»1 


-^21 


''^12 * * * ^^\X • • • ^*it) 
-^22 . . . A<ix . . . A^p 


Al -^12 •• • -^li • • • -^IP 
•"21 -^22 • • • -^2^ • • • -^iP 


vo^ 


-^i«! 


A A A 

■"jU2 • • • "^*A'P • • • ''^.«P 


■^fil -^.«2 • • • ^ftX • • • -^fip 


«?p 


-^Pl 


A^ • • • Apx . • . App 


^Pl -^P2 • • • -^PA • • • -^PP 
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gegeben seien. Das System der mit den 2p ganzen 
Zahlen ^i • • • ^p^ h^^. ..h^ gebildeten p Aasdrtlcke: 

10?) {ffh)^ = 2Ji9iA^i-{-fhB^i), (iu=l,2...|>) 

1=1 

heifst dann ein System von zusammengehörigen oder 
simultanen Periodiziätsmoduln der p Integrale 
w^...Wpy weil diese Integrale w^, wenn man sie längs des- 
selben Integrationsweges zwischen denselben unteren und 
oberen Grenzen erstreckt denkt und als Funktionen ihrer 
oberen Grenze auffafst, sich (siehe § 18) gleichzeitig um 
Ausdrücke von der Form 10?) ändern, wenn man ihren 
Integrationswegen gleiche Änderungen erteilt. 

Angenommen nun, es sei gelungen, eine Funktion 

(p (»r^, a?2, . . . Xp) 

Ton p unabhängigen Variabelen x^ . ..Xp herzustellen, welche 
die Eigenschaft hat: 

1 ?) eine einwertige Funktion von x^^. . . Xp zu sein, und 
2?) periodisch zu sein gemäfs der Gleichung: 

Die Funktion q) ist dann 2p-fach periodische Funktion von 
or^ . . . Xpj und ihre Perioden sind die 2pPeriodizitätsmoduln 
von w^...Wp, wie man sogleich sieht, wenn man in 11?) 
von den 2 p ganzen Zahlen g^ > - - ffpj Aj . . . Äp der Belhe 
eine gleich 1 und alle übrigen gleich annimmt. — Dafe 
es solche Funktionen q> giebt, folgt aus der Theorie der 
höheren i^-Funktionen ; dafs einwertige Funktionen von p 
unabhängigen Variabelen höchstens 2p-fach periodisch sein 
können, hat zuerst Hermite (1843), später Hiemann be- 
wiesen. 

Denkt man sich nun in qp an Stelle von a^. ,. Xp die 
linearunabhängigen Integrale w^, . .Wp eingesetzt, so erhält 
man aus 11?): 

12?) (p [w^ + (ffh)^^ ,..Wp-{' {gh)p] = qp (w^, . . . Wp). 

Als einwertige Funktion der in T' eindeutigen Integrale 
Wj^. ..Wp ist qp (m?i . . . Wp) in T eindeutig; die Gleichung 12 J) 
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flagt aber weiter aus, dafs q>(w^. .. Wp) auch in T eindeutig' 
ist, wofern der Integrationsweg in T für alle plnte^- 
grale der nämliche ist. Dies giebt den 

SfttZ IV) Eine einwertige Funktion von p un- 
abhängigen Yariabelen, die 2j9-fach periodisch 
ist, und deren 2j? Periodensysteme die Systeme 

p D D (A — 1, J . . . 2>) 

■^iXj ^2Xj • • • ^pX» 

der Periodizitätsmoduln von p linearunabhängi- 
gen Integralen t^, ... ^^)'p sind, verwandelt sich 
in eine wie T verzweigte Funktion von Zj 
wenn man an Stelle der ursprünglichen 
Yariabelen diese p Integrale I. Gattung setzt. 

über eine ümkehrung dieses Satzes siehe: Theta- 
funktionen u. hyperelliptische Funktionen § 9, Satz I?). 



§ 21. Die p Normalintegrale I. Gattung. 

Wie schon im vorigen Paragraphen bemerkt wurde, 
können wir durch geeignete Verfügung über die Koeffizienten 
Oj . . . Cp jedem Integrale I. Gattung 

1?) w = c^w^ -|- . . . -{- CpWp -f- konst. 

p Periodizitätsmoduln nach Belieben vorschreiben, nur dürfen 
diese Moduln nicht alle gleich sein. Diese Möglichkeit 
benutzen wir, um Integrale I. Gattung mit mögliehst ein- 
fachen Periodizitätseigenschaften herzustellen. 

Wir bilden j> Integrale I. Gattung: 

2.) U^j . . . W|U7 • • • ^py 

indem wir die Koeffizienten c^ , . . Cp so bestimmen, dafs 
Uf^(ji= Ij ...p) an allen Querschnitten ax {k ^ fi) den 
Periodizitätsmodul 0, an a^ aber den Modul rci hat. Die 
p so erhaltenen Integrale I. Gattung u^.^.Up heifsen die 
p Normalintegrale I. Gattung. Bezeichnen wir allgemein 
den Periodizitätsmodul von u^ an bx mit a^xi 80 wird das 
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System der Feriodizitätsinodaln der p Normalintegrale dar- 
gestellt durch das Schema: 



3?) 





«1 


Oq ... O» • • • clp 


\ 


L/a ... 9» ... Crp 


«1 


ni 



... ... 
ni .., ... 


«11 

«21 


öj^ft ... ölu ... "»Ip 
ttaa . • . ^U • • • ^p 


«M 





... ni .. . 


öjul 


flju2 . • . fljuu • • • ^fip 


M, 





... ... ni 


Opi 


(Zp2 ... Apu • • . ^pp* 



Die Kormalintegrale u^ . . . u^ . . . t^p lassen sich leicht durch 
die als gegeben angenommenen linearunabhängigen Integrale 
Wj^ . . . Wfj^ . . . Wp und die Periodizitätsmoduln A^i , jB^a 
(^, 1=1^2 ...p) derselben ausdrücken. Versteht man 

nämlich unter dem Symbol (^) die Null oder die Einheit, je 
nachdem A:^ju oder l = fi ist, so müssen zur Herstellung 
von u^ die Koeffizienten c^^ ... Cp bestimmt werden aus den» 
Gleichungssystem : 

<^iAi-\'^%Ai-}''"-}'^ic'Äui-}'... + Cp.Api = (^niy 

Ci-4ip+ C,.^2p+ . . . + ^^Ä^fcpH- • • • + ^P^1>P= ( u ) ^ *• 

Bezeichnet man die Subdeterminanten ^--j — (Ll = 1.2...p) 

der Auf lösungsdeterminante ^ dieses Gleichungssystems mit 
JicXj so ergiebt sich: 

J .Ck = ni. Jjcf,j {k=l,2.. .p) 

und hieraus: 



ni 



4?) «^ = — - (-^1^ t(7i+ -^2/*M'2+ • •• + ^PM^p) + konst 

fttr ^ = 1, 2 . . .jp. 
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Es gilt femer der 

SfttZ V) Die p Normalintegrale I. Gattnng u^...Up 
sind linearnnabhängig. 

Beweis: Bestünde zwischen fi^ , . . ixp eine Beziehung 
von der Form 

CjMj -f" ^a^a"l" • • • + ^P^p = konst, 

wo die Eoefizienten C^...Cp nicht alle gleich Null sind, so 
p 

hätte ^Ciui am Querschnitt flo(^=l,...p) den Periodizitäts- 

x=\ 
modul Null; dieser Modul ist aber andererseits = Cq.tc i. 

Es müfsten also alle Koeffizienten Cq{q = 1 . ..p) gleich 

Null sein. Die Annahme, die Integrale u^...Up seien nicht 

linearunabhängig, schliefst daher einen Widerspruch in sich. 

Aus 4?) folgt weiter: 

59) a^x = —j-{^iii . -Bu +*^2jit . Aa + . . . + ^i>i • ^pa), 
und durch Vertauschung von ii und A: 

7t % 

wo die Elammerausdrücke sich, wie leicht ersichtlich, auch 
in Determinantenform schreiben lassen. — Für diese 
Periodizitätsmoduln gilt der 

Satz II?) Es ist: 

6?) a^;i = öA.u. 

Beweis: Nach Satz IV?), § 20 besteht zwischen den 
Perioditätsmoduln zweier Integrale L Gattung W^ und FF, 
die bilineare Beziehung: 

2J{AiiBtx — A^;,B,,) = Q. 

2 = 1 

Nimmt man für W^ und W^ die zwei Normalintegrale 
ti^ und ux, so reduziert sich 

^AixB2x Bxif Tti.ax^, 

2«i 
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und 

p 

2J^2X Bix auf ni.aax* 
Die obige Beziehung lautet also jetzt: 

oder «^tA = ö;i^) w. z. b. w. 

Um eine weitere wichtige Eigenschaft der Periodizitäts- 
moduln der p Normalintegrale m^ . . . Up abzuleiten, bilden 
wir das Integral I. Gattung: 

worin c^.,,Cp reelle Gröfsen seien. Bezeichnen, in ihre 
reellen und imaginären Bestandteile zerlegt, 

die Periodizitätsmoduln von w an ax, bxj so ist 

ox + iccx = cx . 7ti^ d. h. a^ = 0, al = tt . Cx, 

p 

A + *i^i = ^ Cfi a^x- 

.a=l 

Bildet man mit diesen Periodizitätsmoduln die Summe: 

^(«A/?i — «i.M 
x=i 

so reduziert sich dieselbe auf: 

p 

;i = i 

oder, wenn wir mit a^x den reellen Teil von a^^ bezeichnen, auf 

p p 
79) — n. 2J ^^fii • ^2 • «iu. 

Nach Satz I?), § 20 ist aber 2^{ax ßx — «i ßj) stets positiv 

i 

und nur dann Null, wenn w sich auf eine Konstante reduziert 

Die Doppelsumme 

p p 

S = ^ ^a« X Cx Cfi 

1 = 1 u = l 
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ist also stets negativ und wird nur dann NoU, wenn alle 
Koeffizienten c^. . .Cp Nnll sind. Als Funktion von ö^ . . . Cp 
aafgefafst, ist S eine reelle quadratische Form dieser 
Koeffizienten, und zwar, da sie nur dann Null wird, wenn 
alle Variabelen c^...Cp Null werden, eine vollständige 
Form. — Wir haben so den für später sehr wichtigen 

SfttZ nij Bezeichnet a^^^ den Periodizitätsmodul 
von w^ an b^^ und bedeuten Cj...Cp reelle 
Gröfsen, so ist der reelle Teil von 

p p 

eine vollständige negative quadratische Form 
der p reellen Variabelen c^.,.Cp. 

Dieser Satz wird später bei der Frage nach der Kon- 
vergenz der Riemann'schen Thetareihe ausschlaggebend sein. 

Die im Vorigen eingeführten Normalintegrale L Gattung 
t/j . . . t/p enthalten jedes noch eine verfügbare Konstante. 
In späteren Untersuchungen werden wir öfters zur Verein- 
fachung der Resultate über die in jedem Normalintegrale m^ 
enthaltene Konstante so verfügen, dafs die n Werte, die w^ 
in den n unendlich fernen Punkten von T annimmt, die 
Null zur Summe haben. Die Normalintegrale sind dann 
vollständig bestimmt; wir nennen sie mit Christoflfel die 
definitiv normierten Integrale L Gattung. 

Das System der Normalintegrale u^ ... Up ist nicht das 
einzige, das sich zu einer gegebenen Fläche T konstruieren 
läfst. Ordnet man die erste Determinante der Periodizitäts- 
modulen des Schemas 3V) nicht den p Querschnitten a^^ 
sondern beliebigen p Querschnitten aus der Reihe a^, bx 
(A = 1 . . . ^) zu, so erhält man bei fest angenommener Lage 
der 2p Querschnitte ax^ bx im ganzen: 

^^^^' 1.2.3 p 

Systeme von je p Normalintegralen 1. Gattung. Aufserdem 
aber läfst sich das System der 2 p Querschnitte ax^ bx auf 
00 -viele Arten durch ein anderes äquivalentes ersetzen, 
das T ebenfalls in eine einfach zusammenhängende Fläche 
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V Terwandelt; zu jedem dieser QaerBchnittsysteme gehört 
dieselbe endliche Anzahl (2p)p von Systemen von Normal- 
integralen I. Gattung nnd idso auch von Periodizitäts- 
modnlen a^x. Die Theorie der linearen Transformation 
(oder auch der unendlich vielen Formen) der Thetafunktion 
gründet sich auf das eingehendere Studium des Zusammen- 
hanges zwischen den zu zwei verschiedenen kanonischen 
Querschnittsystemen gehörigen Normalintegralen I. Gattung 
und Periodizitätsmodnln a^j^x. 



§ 22. Das Christoffersche Integral P(o,6).*) 

Aufser den Normalintegralen I. Gattung, deren Existenz 
und Konstruktion wir in den letzten drei Paragraphen nach- 
gewiesen haben, sind die einfachsten Integralfunktionen die- 
jenigen, die wir als Integrale II. und UI. Gattung früher 
definiert haben. Um zu ihnen zu gelangen, konstruieren 
wir zunächst ein von Christof fei in die Theorie der 
AbeFschen Funktionen eingeführtes Integral der Klasse mit 
speziellen Unstetigkeitseigenschaften; aus demselben ergeben 
sich, wie wir später sehen werden, auf sehr einfache Weise 
die sogenannten Normalintegrale II. und UI. Gattung. — 
Wir stellen uns folgende 

Aufgabe: Eine Funktion t der Klasse so zu be- 

stimmen, dafs ihr Integral J= jrdz in T über- 
haupt nicht algebraisch unstetig wird und 
logarithmische Unstetigkeiten nur besitzt in 
einem im Endlichen gelegenen Punkte 
fi(s=sa, 2: = Q und in den nunendlich fernen 
Punkten von T, so zwar, dafs 

in €(cy, C): J= 6r.log (2; — ^-f-f'i^ß*^^^ continua, 
inoo;j(x= l...n): J= ^.log2;-|- functio continua ist. 

Soll J diese Eigenschaften besitzen, so mufs der Inte- 
grand t folgende Bedingungen erfüllen: 



*) Die Ausführungen dieses Paragraphen schliefsen sich eng an 
eine Vorlesung von Christoffel über AbePsche Funktionen an. Siehe 
aufserdem: Christoffel, Brioschi^s Annalen. Ser. 2. t. X, 1880. 
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1^) im Endlichen mafs 

G . j, 
in €: T == jT + funct. cont. , 

z — 5 ' ' 

und f ttr jeden andern Punkt z=^ a: lim(z — a) t = sein. 

2<!) in c»^ (x = 1, . . . w) mufs 

T = — ä + -V + -" sein. 

Dazu kommt noch nach Satz IV<!), § 12, die Bedingung 

Im Folgenden nehmen wir G =* 1 an ; nach 3^.) mufs 

dann fl = — sein, 
n 

Zur Lösung unserer Aufgabe bilden wir nun den Ausdruck: 



X = 1 ' *X 



worin < einen beliebigen, fest angenommenen Parameter 

bedeutet, während 8^...8te «» die einem beliebigen z 

entsprechenden Werte von s und Tj . . . t^ . . . t» die gleich- 
zeitigen Werte von t bezeichnen. 

Da F{t,z) = q>^{t — 8^)(t — 8^)...{t — sn) ist, 
so ergiebt sich unmittelbar, dafs 
A?) tp {8^, z) = T^ . F' {8^, z), für ^ = 1,2... n 

oder V^i'^y ^) = ^ . F' («, -2^) ist. 

Der Ausdruck ip {t, z) liefert uns also, nachdem wir ihn auf 
Grund der von t zu erfüllenden Bedingungen ausgearbeitet 
haben, eine Darstellungsform für r. — Wir untersuchen 
'^{tjz), unter Berücksichtigung der für r aufgestellten Be- 
dingungen, als Funktion von t und als Funktion von z, 

a?) ip(tjz) als Funktion von t. 

Aus F{t, z) = cpQ,(t — «j) . . . (i — «n) folgt, dafs in 

Fit. z) 
jedem Summanden von \p (i, z) der Faktor eine ganze 

V ~~"~ 8^ 
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Funktion von t vom Grade n — 1 ist ; dasselbe gilt also 
auch von ip{t,z)j so dafs wir schreiben können: 

a?) ip(t,z)=V.t-''^-\-V^t-'2j^...+V^^,, 

wo die Koeffizienten F, . . . Fi,_i nur noch Funktionen von. 
z sind. Der erste Koeffizient V dieser Entwickelung läfst 
sieh folgenderweise bestimmen. 

Aus 
folgt zunächst 

n 

V= (po (2) . JJt^ = fpo {z).S. 

n 

Die Summe S = ^Tx ist: 

x=l 

1) einwertige Funktion von z, denn ihre Summanden 
vertauschen nur ihre Reihenfolge, wenn z in der kom- 
plexen Zahlenebene einen Ringweg beschreibt; 

2) sie wird im Endlichen nur unstetig im Punkte €y, 
und zwar ist für z = C, s^= a: 

S = =- + functio cont. = n- 4- 'S. , 

wo aS^, ebenso wie S, einwertige Funktion von z ist, die 
aber im Endlichen nie unstetig wird, also eine ganze 
Funktion von z ist. 

Nun ist für z = oo: 

"^^^ n' z^ z^^ z^ ^" ' 

und daher S = i- + -^ + ^ + . . ., 

z z z 



Z ^ Z^ ' Z* "^ " * Z f ' 

oder, wenn man ^ nach Potenzen von z entwickelt 

z—l 
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S^ verschwindet also für 2: = 00. Als ganze, nirgends un- 
stetige Funktion von z ist daher S^ eine Konstante, und 
zwar =0, da sie im Unendlichen verschwindet. Hieraus^ 

folgt 'S = — 1-, 

und 

b?) F = ^oW. 

/??) tp(tyz) als Funktion von z: 

Als Funktion von z ist 1// (*, z) : 

1?) einwertig; beschreibt nämlich z in der komplexen 
Zahlenebene einen Bingweg, so bilden die Endwerte der s^ 
eine Permutation der Anfangswerte, und die Endwerte der 
Tx dieselbe Permutation ihrer Anfangswerte; ein solcher 
Ringweg führt also xp (t, z) zu seinem Anfangswerte zurück^ 

2?) rational; die n Summanden 

F{t,z) 



^x 



t 8y 



sind algebraische Funktionen von z^ werden also nur in 
einer endlichen Anzahl von Punkten und nur zu endlicher 
Ordnung 00; als einwertige Funkton von z ist daher '^{t^z} 
rational in z. 

Um 1/; weiter ausarbeiten zu können, ziehen wir die 
für T vorgeschriebenen Unstetigkeitsstellen in Betracht. 

Liegt der Punkt e((7, Q im Blatte E^ von T, so ist 
nach den Forderungen unserer Aufgabe: 

in«: ry = ^r + functio cont, 

z — t 

und ^1, . . . ^v— 1 , Ty^ 1 . . . T,» stetig. 

Es ist daher: 

F(t z) 
xp (t,z) = T, . — ^-L-^ -\- functio cont. 

und 

lm{z — ^).ip{t,z) = limiz — C).T,. ^^*'^^ — ^^^'^ 



t — «, 



^ 
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tff{t,z) wird somit gleich oo^ im Punkte e{aj^ and es ist: 

n?) tl,it,z)=^^.jl^ + rp,it,z). 

Bedenkt man, dafs ftlr alle endliehen Werte z = az^^ 
ttberall lim (2: — a)T = sein mufs, so folgt: xp^ ist im 
Endlichen ttberall stetig nnd daher, da es ebenso wie \p 
einwertig ist, eine ganze Funktion von z. 

Die weitere Untersuchung von %p (i, z) wirft sich jetzt 
anf i//f (^, z) und stützt sich auf das Verhalten von xf)^ im 
Unendlichen. 

Fttr z = oo ist gefordert: 



Tx = — . 1--^ + -^+-*' (x==l...n) 

n z ^ z^ ^ z^ ^ ^ ^ 



Im Unendlichen wird also: 

fierttcksichtigt man daher, dafs aufserdem fttr ^ = 00: 

F(L z) 

t — 8^ 

ist, so folgt, dafs im Unendlichen xl; (t^ z) = co^-^ und also 
auch xfj^ (t, z) = 00«* -1 wird. 

Fassen wir die bisher ermittelten Eigenschaften voa 
ipx(t,z) zusammen, so können wir sagen: 

tp^ ist ganze Funktion von t, vom Grade n — 1 
und ffanze Funktion von z vom Höchstgrade 
•) \ m — 1, 

(n— im — 1\ 
t ,Z ), 

Diese Funktion ip^ arbeiten wir weiter aus. — Aus 
folgt zunächst: 

X=sl * 
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Da nun für 2; = 00 : 

^(,,=|(i..i+^+^+...).4;ai 

ist, 80 ergiebt sich: 

„(,,.,=i.i:>LÄ+i.(4+...).Zfti, 

und hieraus nach 11?): 

^.(w=±.^::m+ i-(i^+...).pi£).fM. i . 

^^ ^ n « ' /^iV^:* ' / t — 8x t — a z^^ 

Diesen Ausdruck, an dem die Eigenschaft von tp^y ganze 
Funktion von z zu sein, nicht mehr zu erkennen ist, formen 
Tnr so um, dafs wenigstens der erste Summand im Aus- 
drucke von 1/;^ als durch z teilbar erscheint. Entwickelt 
man den mit Benutzung einer verfügbaren Gröfse y ge- 
bildeten Quotienten 

^_ 1 r(t,z)-F'{t,y) 



n z — y ' 

in dem die Division aufgeht, teilweise nach Potenzen von z^ 
80 erhält man: 

^=i.£^+i...,,,.(.+.;+...)_i.5M. 

•oder 

1 F'{t,z) 1 i?" («, ^) -?"(«, y) 



n z n z — Y 

'WO der in Klammem stehende Subtrahend rechts gleich 
00 "*~* wird fttr z= oo. Hieraas folgt: 

, , 1 F' {t, z) — F' {t, y) . , /»-i «- 2\ 

Landfrledt, Theorie d. algebr. rnnkt. 12 
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wo tff^ eine ganze Funktion von t nnd z ist, von den Höchst- 
graden n — 1 nnd m — 2: 

Durch geeignete Verfügung ttber die willkttrliche Grobe / 
läfst sich der Grad von ip^ ia t noch weiter emiedrigeD. 
Aus den Formeln a?) und U?) ergiebt sich nämlich: 

t — a z — ^ 

,1 n,q>^ (z)t^ ■" 1 -f- . . . — w . 9>o (y) • ** ■" ^ — • • • 
"^ n z — / 

und hieraus mit Bertteksiohtigung von b?) 

i-T _ yp (^) — 90 CD <po (^) — yp (0 

z — l z — y 

Nimmt man daher y = ?, so wird £/ := 0, und man erhält 
fttr y^it^z) den Ausdruck: 

J ^^-^ ^ l jy 2: fn Z ^ 

(»—2 m — 2\ 

oder, mit Einftthrang der Abklirznng: 

ivj) xt> («, z) = r(<, z) + 1/», (r* ""*). 

Läfet man hierin < = »^ (/« = 1, 2 . . . n) werden, so ergiebt 
sieh wegen A?) das Gleichongssystem : 

»M.-^'(«M. «) = ^(»M. ■*) + Vs (»P~* "~*), (|U— 1,2...«) 
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das äquivalent ist mit der einen Gleichung: 

B?) T^F\s, z)=T{s, ^) + Vi C"" *"')• 

Die (m — 1) (n — l)=p--|-r konstanten Koeffizienten der 
Funktion ^^ auf der rechten Seite dieser Gleichung sind 
nicht willkürlich. Geht man nämlich auf den ur^rttnglichen 
Ausdruck I?) von \f) (t^ z) zurück, so erkennt man auf dem- 
selben Wege, auf dem wir früher diese Eigenschaft für den 

8 ^z ) des Integranden L Gattung bewiesen 
haben, dafs 1// f«, z) in den r Doppelpunkten « = ^^, 
z=^dg{fi=\ ^.,r) von 8 gleich 0' werden mufs. Die kon- 
stanten Koeffizienten von i//, müssen daher so bestimmt 
werden, dafs die r Gleichungen: 

^') T{y,,8,)-\^xt>XY7X') = ^ (e=l,2,...r) 

erfüllt sind, und die eingangs dieses Paragraphen gestellte 
Aufgabe besitzt nur dann eine Lösung, wenn ii<^ p-^-r 
Koeffizienten von %p^ sich gemäfs den Gleichungen d?) be- 
stimmen lassen. Ist diese Koeffizientenbestimmung möglich 
und auch ausgeführt, so ist nach B?) die gesuchte Funktion x 
notwendig von der Form: 

(H— 2 m— rv 



Nimmt man umgekehrt, die Koeffizientenbestimmung in 1//, 
vorausgesetzt, für t einen Ausdruck von dieser Form, so 
sind, wie sich unschwer nachweisen läfst, die Bedingungen 
unserer Aufgabe erfüllt. 

Die Frage nach der Existenz einer Funktion r der 
Klasse von den früher geforderten Eigenschaften ist somit 
zurückgeführt auf die Frage: ist es möglich, die Koeffizienten 
von xp^ so zu bestimmen, dafs die r Gleichungen d?) erfüllt 
smd? 

Schreibt man die Gleichungen d?) in der Form: 

dl?) y^Ayv^)=^Q^ (ß = l,2,...r) 

wo T^ den Wert von r(«, z) im Doppelpunkte (y^, ä^) be- 
zeichnet, so sieht man unmittelbar folgendes: 

12* 
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19) die linken Seiten dieser Oleiehnngen sind lineare, 
homogene Formen der p-{-r Koeffizienten von t//, ; 

2?) die rechten Seiten sind vollständig bestimmt durch 
die Doppelpunkte (/^, 6n) und die Lage des Unstetigkeits- 
punktes € {Oy Q und unabhängig von den Koeffizienten von tp^ ; 

3?) Die Gleichungen d^.) stimmen bis auf die rechts 

stehenden unabhängigen Glieder T^ vollständig tiberein mit 
den Gleichungen I^.), § 19. 

Nach Satz IV?), § 19 erhält aber das Gleichungssjstem 
U^) unter keinen Umständen ttberzählige Gleichungen, weder 

f ttr p'^0 noch ftlr p = 0. Dasselbe gilt also auch vom 
Gleichungssystem d^.). Ist dies aber der Fall, so schliefsen 

die Gleichungen d^^ auch keinen Widerspruch in sich ein, 

namentlich erlauben sie, die p-\-r Koeffizienten von xfj^ zu 
bestimmen, ohne dafs sich dabei eine Beziehung zwischen den 
in den unabhängigen Gliedern T^ vorkommenden Koordinaten 
a und ^ des Punktes e ergiebt. Die Gleichungen d^^) be- 
einträchtigen also in keiner Weise die freie Wählbarkeit des 
Punktes e. 

Die Funktion t der Klasse mit den Eingangs dieses 
Paragraphen geforderten Eigenschaften existiert also auf 
jeden Fall, welches auch das Geschlecht p sei, und als 
Unstetigkeitspunkt € können wir jeden im Endliehen gelegenen 
Punkt von T nehmen. 

Schreibt man nun ip^ in der Form: 

n — 2 m— 2 P+r 

Vs = ^ 2Jrf,, s'zf =j^r^.^^ («, z), 

WO ^x («, ^) = «" ^** ist, so bestimmen die Gleichungen d^) r 
von diesen Koeffizienten r« durch die übrigen p, etwa 

durch 

r r r 

und es ist allgemein: 

P r 

e?) r(i=2^ra,q„(,— 2jTg,J^ß, 0^=^ + 1,.. .p+r) 
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wo die qß konstant and die J^ß Determinantenqaotienten 
sind, die nor von der Lage der Doppelpunkte abhängen, 
also ebenfalls konstant sind. 

Ans e?) folgt: 

a = l i*=l»+l L« = l ? = 1 J 

P r 

= J^ra.[^a-{-2Jqaß.^ß] — JjT^2^J^ß.^ß, 
a=l ß ^ = 1 ß 

Hätte das System d^^) keine unabhängigen Glieder T^ 

gehabt, d. h. hätten wir en mit den Gleichungen 11^^), § 19, 

zu thun, so hätte die rechte Seite der vorigen Gleichung 
sich reduziert auf 

JJr^i^a + J^qaß^ß]] 

ß 

die p Klammerausdrücke ^a'{-^qaß^ß sind also nichts 

ß 
anderes als die Zähler q)y-(pp der p Fundamentalintegranden 

I. Gattung: Wir haben daher: 

P r 

V^i = JjTa .(pa — JjT^'2^^Qß'^ß, 
a=l Q=zl ß 

oder 

r 

WO die T^ = ^ J^ß.^ß ganze Funktionen von s und z sind, 

die in diesen Yariabelen bis zu den Graden n — 2 und 
m — 2 ansteigen können. 

Aus B?) ergiebt sich nun: 

T.r{s,z)=T—2JT^'W^^2Jra.(Pa, 

oder, mit Einführung der Abkürzung: 

r 

f ?) * (o, c) = r — j; Tj . rp («, z). 

(1=1 

D?) T= y*"\ -j-2:r,.ui. 
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Das Zeichen (o, €) soll dabei andeuten, dafs ^ eine 
Funktion der Koordinaten s^ z des variabeln Punktes o und 
der Koordinaten a, ^ des fest angenommenen Punktes £ ist. 

Formel D?) enthält die Lösnng der zu Anfang dieses 
Paragraphen gestellten Aufgabe. Das Integral der in D?) 
angestellten Funktion % der Klasse ist: 

J= I r:,,r \ dz + 2J^a • «^a + CODStanS, 
J Jf l«, ^; a = l 

wo tTj . . . t&p p linearunabhängige Fundamentalintegrale 
I. Gattung sind. Da das allgemeine Integral ^A .tra-f- const. 

a 

ZU den logarithmischen Unstetigkeiten von «/keinen Beitrag 
liefert, können wir es auch weglassen und erhalten so die 
zwei Formeln: 



E?) 









Dieses Integral der Klasse besitzt folgende Eigenschaften: 

1 ?) Es ist in T überall stetig, mit Ausnahme des 
Punktes 6(a, Q und der oo- fernen Punkte von T, und 
zwar ist: 

in € : / (o, 6) = log (^ — ^ -f- functio const. 

inoo: J(o,€)= log^^-f^/.c. (x = l,2,...n) 

2?) Es ist eindeutig weder in T noch in T\ sondern 
erst in der einfach zusammenhängenden Fläche T'^ die man 
erhält, wenn man in T noch einen Punktschnitt anlegt, der 
vom gemeinsamen Ausgangspunkte der Schnitte c^...Cp aus- 
geht und Strahlen /, /^.../n nach e und oo^...oo» aussendet. 

3?) In dieser Fläche T" besitzt J{o,e) konstante 
Periodizitätsmoduln an a^,,.a^^ \...bp, ljl^...ln, und 
zwar ist: 
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an 


«i, 


K 


l, 


{h^..ln) 


t 7 


Ax{B), 


Bi{^), 


27t i^ 


27t i 
n 



^wo Ax{e)j Bx{b) definiert sind durch die Integrale (siehe 
rig. 34): 



^x{^) = 




y 

h 
ß 



dJr{o,6), Bx{s) = 

{1=1,2. ..p). 




a 
a 
ß 



dJ{o,B)j 



Diese Periodizitätsmoduln sind nicht unabhängig von 
«einander. Bildet man nämlich das Integral 




(r) 



dz 



worin w das allgemeine Integral I. Gattung bezeichnet, und 
die Integration sich in positiver Richtung tiber die ganze 
IBegrenzung von T' erstreckt, so ist: 

jo) / w .dJ{Oj€) = 27ti mal der Summe der Residuen von 

dJ(o,s) . rr, 



w 



dz 



-w. T-^ besitzt aber in T' Residuen nur in e und in 

dz 

co^ . .. 00«, und zwar ist: 

dJ 



in €: Res(€) = 



w. 



dz 



1 



in oo^e*. Res( oo») = — 



dJ 



w. 



dz 



= .«'(oox). 

1 ^ 



In allen anderen Punkten z = a ist 

lim(.-«).«.-^=0, 

dz ^ 
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und daher das zugehörige Besidnam gleich Null. — Es ist 
also einerseits: 




dz 



= 27ri. [«;(€) — -LjPti7( 00,)] 



Andererseits ist: 

2?) 



**x=:l 




^.HM-dz 



(T) 



dz 



p 

X = l 




a 
a 

ß 



/+ + - - 
\to,dJ — w 



■dj) + 



y 

b 

ß 



\w . dJ — 



wd J) 




a 
a 

ß 



dJ — Bx , 




7 
h 

ß 



dJ 



x=i 

Wir haben so die Beziehung: 
p 



F?) J^{A,.B,{€)-B,.A,{€))=27ti.[w(e)-- — .j;wicx>,)l 



x=i 



n x=i 



worin w ein aUgemeines Integral I. Gattung bezeichnet, mit 
den Periodizitätsmoduln Ai,Bx an aijbi. 

Die Beziehung F?) vereinfacht sich, wenn man an Stelle 
des allgemeinen Integrals I. Gattung w ein definitiv normiertes 
Integral L Gattung Uf^ nimmt. Es ist dann: 

und daher: 

JJ(Ai.B,{e)-B,.A,{€)) = 7ti.B^{€)—J;a^x.A,(e). 
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Dies giebt den 

StlZ Yf\ Zwischen den Periodizitätsmoduln Ax (e)y 
JÖx{e) (A = l, 2...JP) des Integrals J(o, «) der 
Klasse bestehen die p Beziehungen: 

6?) B^{e) — -^.yaf,,Ax{e) = 2.Uf,i8), (fi=l,2...p) 

ütt i—i 

worin u^ ein definitiv normiertes Integral 
I. Gattung ist. 

Diese Beziehungen 6?) geben Anlafs zur Bildung einer 
für das Folgende grundlegenden Integralfhnktion mit den- 
selben Unstetigkeiten wie J (o, e) , aber einfacheren 
Periodizitätseigenschaften. Bildet man nämlich das Integral 

H?) JP{OyB) = J{o,B)-^.J:Ax{8).Ux(o), 

3tt x — i 

so gilt, wie unmittelbar ersichtlich, der 

Satz II?) Das Integral P (o, e) besitzt folgende 
Eigenschaften: 

1?) in e ist: P(o,6) = log (» — ?) + f. C, 

29) in 00« ist: P(o,€) = — log» + f. C, 

39) P{p,e) ist in T" überall eindeutig und stetig, 
49) P(o,€) hat in T" die Periodizitätsmoduln: 

an I ax9 &if I9 (?!...?»») 



JP— P= 



0, 2W;i(6), 23ti, —^^* 



n 



Mit Hilfe dieses von Christof fei in die Theorie der 
Aberschen Funktionen eingeftlhrten Integrals P(o, e) der 
Klasse lassen sich mit Leichtigkeit die Normalintegrale 
IL und III. Gattung herstellen. 
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§ 23. Das Normalintegral ü. Gattung. 

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dafs der 
Unstetigkeitspankt £(a, C) der Funktion r, der zugleich ein 
logarithmischer Unstetigkeitspunkt des Integrals P (o, b) ist, 
beliebig im Innern der Fläche T angenommen werden kann. 
Wir könn,en daher das Integral P(p^b) auch als Funktion 
der unbeschränkt veränderlichen Gröfse ^ ansehen und es 
nach dieser Yariabelen ^ differentiieren. Bildet man nun 
den Differentialquotienten : 

dP{o,e) 

dl ' 
so ist: 

dP{0,€) 1 , A « 

in € : ,v = ^ + lunctio cont., 

dl z — Q 

d R (o, b) ^ 

m 00^: — ^-^ = f. c. 

dC 

Die Funktion 

1?) ^(o,,) = _i?^^|^^ + const., 

die sonach in T keine logarithmisehe Unstetigkeit besitzt 
und nur an der einen Stelle e(a,^ algebraisch unstetig 
wird zur Ordnung 1, heifst das Normalintegral 11. Gattung 
mit dem algebraischen Unstetigkeitspunkt 1. Ord- 
nung e{a,^. Fttr dieses Integral gelten folgende Sätze. 

Satz I?) Das Normalintegral U. Gattung t{o,€) ist 
charakterisiert durch folgende Eigenschaften: 

1?) t{o,€) ist in T' eindeutig; 

2?) es wird in T' nur einmal algebraisch un- 
stetig, nämlich im Punkte e (a, ^ und dort ist: 

3?) seine Periodizitätsmoduln sind: 

an I ax, bx, 



t— t = 



0, — 2«l(fi). 
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Da u'i eine Funktion der Klasse ist, so sind die 
Periodizitätsmodüln von t (p, s) an den Querschnitten bx alge- 
braische Funktionen der Unstetigkeitstelle €. 

SttZ II?) Das Normalintegral II. Gattung t{o,€) ist 
durch Angabe seines Unstetigkeitspunktes 
bis auf eine additive Konstante vollständig 
bestimmt. 

Beweis : Sind «^ und t^ zwei Normalintegrale 11. Gattung 
mit derselben Unstetigkeitsstelle, so ist die Diflferenz-^j— ^^ 
ein Integral der Klasse, das in T' überall eindeutig und 
stetig ist, also ein Integral I. Gattung; da dieses Integral 
aoTserdem an den Querschnitten ax, bx {l = l . . , p) lauter 
verschwindende Periodizitätsmodüln hat, so reduziert es sich 
auf eine Konstante, w. z. b. w. 

Verfügen wir über diese La t(p,€) enthaltene additive 
Konstante so, dafs 



29) 



2Jt(co^,e) = 



x=l 



ist, so möge t(o,€) das definitiv normierte Integral 
IL Gattung mit dem algebraischen Unstetigkeits- 
punkte 1. Ordnung s{o,^) heissen. 

Für dieses definitiv normierte Integral U. Gattung läfst 
sich ein bemerkenswerter Ausdruck ableiten.*) 

Bildet man das Integral 



3?) 




Ho.^)' TT— ^^^, 



dz 



worin der Punkt E (5, Z) ebenso unbeschränkt variabel sei, 
wie der Punkt e (a, ^, so ist : 



1?) 




\ , dP(o,E) , 



dz 



V 


r 


a 


- A 




a 


x=\ 


J 


ß 



( 



"^ -t)dP— 




y 
b 

ß 



0-d 



dP 



= 0, 



^ Nach einer Yorlesusg von Cbristoffel. 
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wie sich unmittelbar ans den Periodieitätseigenschaften von 

t{Oy€) und P{Oy€) ergiebt. 

Andererseits ist: 
2?) lt(o,€), —^ — -dz = 2n:i mal der Summe der 

Residuen von t(o.e). —^ — ^in T\ 

dz 

Diese Funktion besitzt Residuen: 

a?) in 6(<^, Q: dort ist: 

t (o, e) = TT + f. c., lim (x: — Q . < (o, «) = 1 

z — Q 

j,^ dP{o,E) ^ dP(e,E) 
dz dz 

und daher : Bes (c) = — 



/J?) in EiS,Z): dort ist: 

Pio, E) = log (« — Z) 4- f. c, 
,. . „ dP{p,E) , 

und folglich : Res {E) = t {E, e) . 

Da im Endlichen sonst überall ftlr z = a: 

,< / X / ^ dP(0,E) 

hm {z — a).t (o, e) . j ' ' = ist, 

so kommen für endliehe z weiter keine Residuen vor. 

y?) in oo;f (x = 1 . . . n) : hier ist : 

P(o,£)== — .log-ir + f.c., 
dPio,E) ^_J__^,,^ 



rf* nz 

und daher Res ( oo^) = .t{ oo^, «). (x = 1, 2 . . . n) 
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Durch Gleichsetzen der zwei für das Integral 

\f . dP(o,E) , 

^x dz 

(T) 

erhaltenen Werte ergiebt sich: 

oder, wenn wir t(oje) als definitiv normiert roraussetzen : 

t {±j,€) == j^ . 

Schreibt man hierin f tlr den unbeschränkt yariabelen Punkt 
£{S,Z) wieder 0(8^2), so erhält man: 

Ans der DefinitionsfoTmel : 

dP(o,e) 
dz 

folgt aber: 






dP{e,o) _ <P(e,o) 1 ^./„^„v,^ 

Setzt man dies in 4?) ein, so ergiebt sich für das definitiv 
normierte Integral ^(0, e) die Formel: 

\ t^ ^(e o) 

5?) tio,e)=-^j;AUo).ui(e)--P''' ' 



Ans 1?) nnd 4?) ergiebt sich zugleich, dab die zwei 
DifiTerentialquotienten 

dP(Oje) ^ dP(€,o) 
d\ °^^ dg 

sich nur um eine Konstante unterscheiden. 
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Die vorigen Betrachtungen lassen sich yerallgemeinem. 
Bildet man die Funktion 

69) tw (0, e) = ^'^[t''^ + const , 

SO ist dieselbe in T überall eindeutig und wird unstetig^ 
nur im Punkte ß(<y, C), und zwar ist dort: 

7?) ^v)(^^,)__^^lIL+/.,. (^>i). 

Das Integral t^^^Oye) hat an den Querschnitten 
ax{^=l,2..,p) Periodizitätsmoduln ^^"^ (e), die alle = O 

sind ; um die Periodizitätsmoduln B^^^ (e) von <<^) (o, e) an den 

Querschnitten bx zu bestimmen, bilden wir das Randintegral : 

Q = I Wa ^ > ^ dz. 

{T) ^ 

Dieses Integral ist einerseits, wie die wirkliche Aus- 
wertung zeigt, gleich Ttx.ByUi). Andererseits i8tQ = 2 7irt 

mal der Summe der Residuen von 

^ dz 

Beachtet man, dafs der Integrand 

d P^ (o, «) 



Wu- 



dz 

ein von Null verschiedenes Residuum nur im Punkte «(a,^ 
besitzen kann, und dafs an dieser Stelle: 

Tz (^—0^+^ i-^-^M 

+ -^^i!^<^'^ + --- + "^^^ 

ist, wo allgemein u^^ die v** Derivierte von w« nach ^ be- 

fit 

deutet, so sieht man, dafs das Residuum im Punkte b (a, ^ 
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gleich — w{/'^(«) ist. Durch Gleichsetzung der zwei für Q 
erhaltenen Werte ergiebt sich : 

TT % . ÄC") (e)=—2 7ti. u^^) (€), 
oder 

8?) 5J;) (6) = — 2 . t/^") (€). 

Das Integral ^*')(o, e) nennen wir das Normalintegral 
II. Gattung mit dem ünstetigkeitspunkt v**' Ordnung 

Für t (^) (o, b) gilt, wie für t (o, c) der Satz, dafs es 
durch Angabe seines Unstetigkeitspunktes bis auf eine 
additive Konstante völlig bestimmt ist. Verftlgt man tlber 
diese Eonstante so, dafs 

n 

ist, so erhält man das definitiv normierte Integral 
IL Gattung mit dem Unstetigkeitpunkt v**' Ordnung 

Ftlr dieses Integral läfst sich eine Darstellungsform aus- 
geben, die analog ist dem in 5?) für das definitiv normierte 
Integral t(o, €) gegebenen Ausdruck. Bildet man nämlich 
das Bandintegral: 

tW (0, 6) . dP{o,E) ^^ 

und berücksichtigt man, dafs dieses Integral einerseits = 0, 
andererseits aber auch gleich 2 7rtmal der Summe der 
Residuen von 

ist, so erhält man, wie eine leichte Rechnung zeigt, für das 
definitiv normierte Integral <(^>(o, «) die Darstellungsformelt 

9^) *^'>«',*)=^-i'/.w-i"(e)-^(J^). 
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Die Ableitung dieser Formel liefert zugleich das 
fiesoltat, dafs die zwei Derivierten i^^' Ordnung: 

d" P (0, «) . d'P (€y o) 
^^ ^ ^ und , ^' ^ 

sich nur um eine additive Konstante unterscheiden. 



§ 24. Das Normalintegral in. Gattung. 

Bezeichnen P(o, e^) und P{Oy e^) zwei Integralfunktionen 
mit den Unstetigkeitsstellen 

«iK>£i): ^(ö,«i) = log(^ — Si) + f- c-r 
resp. 

«2 (^2 J ?2) = -^ (Oj «2) = log (^ — £2) + ^- ß-? 

SO heifst die Differenz: 

1?) w{e,,e,) = P{o,€,)-P{p,€,) 

ein Normalintegral HL Gattung. Für dieses Integral 
gelten folgende Sätze: 

SfttZ I?) 1?) ^(^17 £2) ist ein Integral der Klasse; 

2?)w(6j,e,) bleibt im Unendlichen stetig 
und besitzt im Endlichen nur die zwei Un- 
stetigkeitspunkte e^ und e^, und zwar ist: 

iae^: w(«i,«a)= log (z — ^^) -\- f. e.y 
in «j : w (€1, «j) = —log (^r — ^,) + f. c; 

3?) ^(fiijfig) ist eindeutig in der einfach zu- 
sammenhängenden Fläche T", die man er- 
hält, wenn man in T' von dem gemeinsamen 
Kreuzungspunkte aller Schnitte cx ans nach e^ 
und €2 zwei Punktschnitte Z^ und l^ anlegt, 
die weder sich selbst noch die übrigen Schnitte 
von T' kreuzen; 

4?) die Periodizitätsmodulen von (S(€,. e^) 
sind: 



an 



«^ h Z, l^ 



+ 

w — CO 



2 [«i (fij — Mi (e,)] 27ti ~2n:i 
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Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aas der Definitions- 
gleichung 1?) von ^(c,,«^) und aus den Eigenschaften der 
Integralfanktion P (o, e). 

SStZ 11?) c5(€j,€<2) ist dnrch seine logarithmischen 

Unstetigkeitspunkte €^,€2 ^^^ ^^^ ^\vl^ additive 
Eonstante völlig bestimmt. 

Beweis: Bezeichnen w^ und w^ zwei Normalintegrale 
in. Gattung mit denselben Unstetigkeitspunkten b^ und £, , 
«0 ist die Differenz c5j — ü in T" allenthalben endlich, also 
ein Integral I. Gattung; da dieses Integral femer an a^ ... ap 
lauter verschwindende Periodizitätsmoduln hat, so ist es 
eine Konstante, w. z. b. w. 

Satz in?) Es ist: d)(6i,€a) = — c5(€3,€i). 

Der Beweis folgt ohne weiteres aus der Definitions- 
gleichung 19). 

Satz lY^) Jedes Normalintegral UL Gattung läfst 
sich darstellen als Differenz zweier Normal- 
integrale lU. Gattung mit einem gemein- 
samen logarithmischen Unstetigkeitspunkte 
und denselben Grenzen, wie das ursprüngliche 
Integral. 

Beweis: Es ist 

c3 (€1, fij) = P (0, €j — F (0, fij 

= [P (0, £,) - P (0, 63)] - [P (0, 6,) - P (0, €3)] 

Satz Y?) Die Summe von drei Normalintegralen 
in. Gattung c5(e^,€2), c5(€2,€g) und c5(e3,€j) mit 
denselben unteren und oberen Grenzen ist 
gleich Null. 

Beweis: Es ist 

^ («ij «2) + ^ («97 «s) + ^ (««J «1) 

+ P(o,63)-P(o,e,) = 0. 

Landfriedt, Tbeorie d. algebr. Fankt. 13 
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Ein weiterer wichtiger Satz über Normalintegrale 
III. Gattnng läfst sich folgenderweise ableiten. 

Wir bilden das Randintegral: 



2?) 



U 







Fig. 86. 



WO w (fi, , «a)? ^ («8? ^4) 2w^^ Normalintegrale mit den an- 
geschriebenen logarithmischen Unstetigkeitspnnkten sind^ 
und die Integration sich in positiver Richtung ttber die 
vollständige Begrenzung der Fläche 2"" erstreckt, in welcher 
c5(€j,€g) eindeutig ist (siehe Figur 35). In dieser Fläche 
T" ist der Integrand 

TV — A ^^«* 

(tJj2 = <5 (fix, ßa), a>84 =1^ (fig, 6^)) eindeutig, logarithmisch 
unstetig in e^ und Cg, algebraisch unstetig in e^ und 6^ und 
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sonst überall stetig. Besiduen besitzt Z7' also nar in e 



und €^, und zwar ist: 

in «8 : -^ = j^ + f. c, Res («») = t5j, (e,) ; 



3 



d(ä. 



in «-: — r^ 

• dz 



■ — p + f. c, Res {e^) = — c5j, (c^). 



Die Snmme der Besidaen von U' in T" ist daher gleich 



3?) 



Wi, (««) — t^u (64) = 2^ . U. 



Durch wirkliehe Ausführung der Integration erhält man 
andererseits : 



U = 



J \ßU J 



+ 




+ 




0) 

L 






W12 ^«2^84 — ^12 ^^84/ 



VWjgdWg^— W12 .tZWgJ. 



Ans den Periodizitätseigenschaften von a;^, nnd oig^ folgt 
zunächst, dafs die rechtsstehende jp-gliedrige Summe gleich 
Null ist. Ferner ist 



+ 



an Zj : dw^^ z=dci)^^, 



+ 

-t 
an l^ : ^^34 = dw^^ , 

+ 



CO 



12 



^12 = 27ri , 



13' 
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und daher: 
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CO 

L 



Wa ^^Hi 



— cojo . dw^^) = — 2rci • / 



CO 



dc5g^ 



= — 27ti . [cüj^ (w) 



^84(«l)]> 



i 



3 



= — 27ti [W34 (€2) — w,4 (w)] . 

Hieraus folgt: 

4?) ü = 27ti[w^^{€,)-w,,{e,)l 

und durch Vergleichung von 3?) und 4?): 

5?) f^l2 («g) — ^12 ih) = ^84 («1) — <^84 («9)? 

oder 



(2ai, 



84 



5.^) 



p8 r^ 



Satz YI?) Ein Normalintegral lU.. Gattung ändert 
seinen Wert nicht, wenn man seine logarith- 
mischen Unstetigkeitsstellen mit seinen 
Grenzen vertauscht. 

Nennt man die Koordinaten cr^, ^^ und er,, ^, von e^ und e^ 
die Parameter, die Koordinaten o^j^^ und ^^,£4 von e^ 

und €4 die Argumente von w(€j, €2)=/ dw^^j so kann man 



auch sagen: 



8 



*) Die Gleichung 5^^) ist nur dann genau, wenn die Integrations- 
wege links und rechts die Begrenzung der zu fi>if resp. <»s4 gehörigen 
Fläche T'' nicht tiberschreiten; kreuzen die Integrationswege die 

Querschnitte, so sind die zwei Seiten von 5^^) einander gleich bis auf 
ganzzahlige Vielfache der Periodizitätsmoduln. 
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a 

Dies giebt den 

Satz ¥!»•) Ein Normalintegral IH. Gattung ändert 
seinen Wert nicht, wenn man in ihm Argument 
und Parameter vertauscht. 

In dieser Form wird der Vertauschungssatz für das 
Normalintegral IIL Gattung zumeist ausgesprochen. 



§ 25. Zerlegung des allgemeinen Aberschen 

Integrales. 

Es sei T eine algebraische Funktion der Klasse, 
€^ . . . fix • . . €g ihre Unstetigkeitspunkte , v^ . . ,Vx. . .Vq die 
Ordnungen des Unstetigwerdens von t in diesen Punkten, 
G^ . . . Gx " • (^q die zugehörigen Residuen, und allgemein : 

1?) infi.(^==^,): r= % + ^^ 



z — Cr. ' (^ — Q' 

"*" {z-Q^ + + {z-K.y^ +f.c.... 

Nach § 23 und 24 ist dann, wenn J das Integral der Klasse 

2?) J=jrdz 

bezeichnet, und berücksichtigt wird, dafs zufolge (r^ -f- . . . 

+ Ö« = 0: 

Q-l 
ff 3 . P (O, fig) = —JJ Gx.P{0. fig) 

ist, die DiflFerenz: 

J ^ Gy, . (H (€y,y €q) 

X=ll- ii 

-l4".<»'(.,^)-...-(^<...<'--'<v.)] 

ein in der Fläche T überall endliches Integral der Klasse, 

p 
also ein Integral I. Gattung w7=^CuW^-|- const. Für das 

Integral J ergiebt sich hieraus die Zerlegungsformel: 
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J=j X dz 

x»l 



I?) 



- 1: \a''\ t (0, c«) + A ^i') . «*) (0, «,) 



P 

+ Jt/ö^it w?^ + konstans., 



welche den Satz enthält: 

SfttZ I?) Das allgemeine AbeTsche Integral J=fTdz 
läfst sieh darstellen als Samme von geeignet 
gewählten Integralen L, II. und III. Gattung. 

Aus der Formel 19), in der allgemein 

Ca = — r mal dem Periodizitätsmodul von J an a„ 

Ttl 

ist, folgt femer: 

SStZ II?) Ein Abel'sches Integral J=JTdz ist bis 
auf eine additive Konstante vollständig be- 
stimmt, wenn gegeben sind: 

1?) die Unstetigkeitspunkte «1 . .. 6x. . .€g. . . mit den 
zugehörigen Residuen 6?^ . . . 6?^. . . 6?^ und den 

Koeffizienten A^f^ . , . Äyf^^i (x = l, ...a), wobei 

6?! -|- . . . -|- 6r^ = sein mufs, und 

29) die Periodizitätsmoduln von J" an p von den 
2p Querschnitten ax^ bi, oder die reellen (oder 
auch die rein imaginären) Bestandteile der 
Periodizitätsmoduln an sämtlichen Quer- 
schnitten ax, bx. 

Die Formel 19) läfst sich vereinfachen, wenn man einen 
Begriff zu Grunde legt, den wir jetzt einführen wollen. 
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Es seien £, , K^ ...K^ Integrale der Hasse ohne 
^loarithmisehe Unstetigkeiten, also Integrale I. und II. Gattung. 
Wir nennen diese m Integrale algebraisch unabhängig, 
Tvenn die Summe 



m 



3?) 



S = ^Ax. Kxj 



x = l 



^worin die A^ zur Verfügung stehende, konstante Koeffizienten 
-sind, sich dann und nur dann auf eine algebraische 
Funktion der Klasse reduziert, wenn die mKoeffi- 
<5ienten A^ alle gleich Null gesetzt werden. 

Wir bestimmen die Anzahl der algebraisch unab- 
hängigen Integrale L und IL Gattung. — Die Summe 



m 



Ä = ^Ax . Kx reduziert sich dann und nur dann auf eine 



x=l 



Funktion der Klasse, wenn die 2 p Periodizitätsmoduln von 
S an ax, bx {l = l...p) gleich Null sind. Schreiben wir 
diese Bedingungen an, so giebt das 2p Gleichungen, die in 
den Ax linear und homogen sind. Ist nun m > 2 p, so 
haben diese Gleichungen stets ein System von Lösungs- 
werten Ajc, die nicht alle Null sind. Die Anzahl der 
algebraisch unabhängigen Integrale I. und U. Gattung kann 
also nicht >> 2|> sein. 

Andererseits lassen sich stets 2 p algebraisch unab- 
hängige Integrale I. und U. Gattung auffinden. Nimmt man 
nämlich die p linearunabhängigen Normalintegrale u^ . . . i/p, 
und dazu p Normalintegrale fi. Gattung t(o,y^)...t (o, yp), 
•deren Unstetigkeitsstellen y^ . . . /p so gewählt sind, dafs die 
Determinante: 



4?) 



2> = 



^2 (yj W2 (/a) 



«iW ^p(y2) 



. . W2 (yp) 



••^iC/p) 



von Null verschieden ist, so sind diese 2^ Integrale 
algebraisch unabhängig. 

Bildet man nämlich die Summe: 

p p 

S= 2J^xUx-{- 2JBx • t (o, yx)j 
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SO hat dieselbe 

an üy den Periodizitätsmodul: A^iti^ 

p p 

und die p Integrale m^...iü,, * (o, /j) . . .^(o, /p) sind nnr 
dann nicht algebraisch nnabhängig, wenn diese 2 p Periodik 
zitätsmoduln von S gleich Null sind. 

Die Periodizitätsmoduln von S an g^ . . . «p werden aber 
nur dann Null, wenn alle Ax = o sind, und die Periodizitäts- 
moduln von S an den Querschnitten by{v = l...p) ver- 
schwinden, wenn alle Ai = o sind, dann und nur dann, 
wenn die Koeffizienten B^. . ,3^ den Gleichungssystem ge- 
nügen: 

. ^i-^U;^i) + ^2-^'i(ya) + ... + ^p.<(yp) = ^7 
A^«2(yi) + ^2-^2(y2) + --- + ^i>-^(yp) = ^. 

^•"i(yi) + ^2-^i(y2) + --- + ^P-^i(yp) = ^- 

Die Auflösungsdeterminante dieses Systems ist die nach 
Voraussetzung von Null verschiedene Determinante D, Den 
Gleichungen dieses Systems wird also nur gentigt durch das 
Lösungssystem B^= B^ = ... = B^ = o. S reduziert sich 
daher nur dann auf eine algebraische Funktion der Klasse, 
wenn alle Koeffizienten Ax und Bx {l = l...p) gleich Null 
angenommen werden, d. h. die 2 p Integrale 

sind algebraisch unabhängig. 

Die Anzahl der algebraisch unabhängigen Integrale 
I. und n. Gattung ist also gleich 2 p. Ein solches System 
von Integralen nennen wir ein Fundamentalsystem. 

Die Integrale eines Fundamentalsystems sind nicht not- 
wendigerweise Normalintegrale. Hat man die Punkte 
/i • • • /p so gewählt, dafs die Determinante JDz^o ist, so 
bilden irgend p linearunabhängige Integrale Grade I. Gattung 
w^...Wp zusammen mit irgend p Integralen 11. Gattung mit 
den Unstetigkeitspunkten 1. Ordnung ^1...^^ ebenfalls ein 
Fundamentalsystem. Aufserdem brauchen auch die Punkte 
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y^ . . . ^g nicht alle von einander getrennt zu liegen. Fallen 
z. B. die 3 Pankte y^^y^y y^ in den einen Punkt y zu- 
sammen, so bilden die p Integrale u^,,,u^ zusammen mit 
den Normalintegralen IL Gattung t (p, y), <<2) (o, y), ^s) (o, y), 
* i^j yu) ' >'t(o, yp) wieder ein Fundaroentalsystem, und die 
Determinante i? in 4?) geht ttber in: 

u[{y) <(y) uriy) u[ {yj . . . u[ (y^) 

^Uy) w-z'M ^4"M «2 (yj • • • "2 (yp) 



A = 



^i M ^*p (y) ^p (y) ^ (n) . • . ^p (yp) 

Es können sogar sämtliche p Punkte yt . . . yp in einem 
Punkte sich vereinigen. Bildet man nämlich die Determinante: 

u[ (y) M? (y) . . . u\v) (y) 

<(y) < (y) • • • «l'Hy) 



59) 



B. 



i 



«p(y) «p (y) . . . «i,*Hy) 



"P ^# / ^ v# / p 

wo u'y w", . . . m(^) die erste, zweite, . . . p-te Derivierte des 
Integrals I. Gattung u bezeichnen, so folgt aus der Linear- 
unabhängigkeit von u[. , .Up, dafs Dg nicht für alle Lagen 
der Punkte y gleich Null sein kann. Wählt man daher den 
Punkt y so, dafs D^^O ist, so bilden die 2 p Integrale 

u, , M3, . . . up, t (o,y), ^(2) (0, y), *(3) (0, y), . . . i(i» (0, y) 

ein Fundamentalsystem. 

Die Wichtigkeit des eben eingeführten Begriffes des 
Fundamentalsystems beruht auf folgendem Satz: 

SfttZ III?) Jedes ÄbeVsche Integral J ohne loga- 
rithmische Unstetigkeitspunkte läfst sich dar- 
stellen als Summe einer ganzen linearen 
Funktion der 2p Integrale eines Fundamental- 
systems mit konstanten Koeffizienten und 
einer algebraischen Funktion der Klasse. 

Beweis : Bezeichnen a^j ßx(l = lj ...p) die Periodizitäts- 
moduln von J an ax^bx, so lauten die Bedingungen dafür, 
dafs die Differenz 

^ = J—2J[Ax.ux + Bx.tio.yx)] 
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an allen 2 p Querschnitten ax, bx verschwindende Periodizitäts- 
moduln besitzt: 

ax = Ax.Tti^ A = 1, 2, . . . j?. 

V p 

ßx — 2J^fi • S^ = — 2 2J^fi ' ^i W, A = 1, 2, . .. p 

Die ersten p Bedingungsgleichungen bestimmen ^^...^p. 
Die p letzten sind in B^...Bp linear und nicht homogen, 
und ihre Auflösungsdeterminante ist nach Voraussetzung von 
Null verschieden. Diese 2 p Bedingungsgleichimgen liefern 
also für A^, . . Ap, ß^. . .Bp bestimmte endliche Werte, die 
nicht alle = sind und deren Einsetzen in J alle 2 p 
Periodizitätsmoduln von J zum Verschwinden bringt. J ist 
dann eine algebraische Funktion R{8,z) der Klasse, d. h. 

es ist: 

p 

J= 2J[^x .ux-\rBx,t (o, yx)] + B («, z), w. z. b. w. 

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes lassen sich in 
der Darstellungsformel I?) dieses Paragraphen für das all- 
gemeine AbeFsche Integral die Integrale I. und 11. Gattang 
ersetzen durch 2 p Integrale eines Fundamentalsystems. £s 
ergiebt sich so für das allgemeine Abel'sche Integral J die 
Zerlegungsformel : 

II?) J = JTdz 

2=1 P 

= E{s,z)-]-2JG-x(^ fe «g) + 2J[^x .ux^Bx.t (o, yx)]^ 
oder, abgekürzt: 

wo n nur logarithmisehe ünstetigkeiten aufweist, und T 
nur algebraische Ünstetigkeiten erster Ordnung besitzt. 

Für die in 11?) und U.^) auftretende Funktion R (s, z) 
der Klasse gilt noch der Satz ^ 

Satz lY?) Sind die p Punkte r^,y^...rp ein für alle- 
mal gewählt, so ist Ä(«, ^) vollständig be- 
stimmt bis auf eine additive Konstante. 
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Beweis: Angenommen, es sei: 

ein auf anderem Wege gefundener Ausdruck für J, wobei 
n^ und Tj von derselben Natur seien wie früher 77 und T. 
Die DiflFerenz 

R («, z) — R^{8, z) = n^— n -{- T^— T 

ist dann ein Integral der Klasse, das keine logarithmischen 
UnStetigkeiten mehr . besitzt und nur mehr in Punkten der 
Gruppe ^1 . . . yjp zur ersten Ordnung algebraisch unstetig 
wird. Ist z. B. 

mrx{z = ^x): i? — i2,= — ^ + f.c., {1=1,2. .,p) 
so ist 

V=R-R^-jjK,.t{o,y,) 

ein in T überall endliches Integral, dessen Periodizitäts- 
moduln an a^ (i = 1 . . . p) alle = sind, also eine Kon- 
stante. Die Periodizitätsmoduln von V an den p Quer- 
schnitten &ji sind daher ebenfalls gleich Null, d.h. es ist: 

2JK,,.u'^{yj) = für ^ = 1,2. ..p. 

Die Auflösungsdeterminante dieser p Gleichungen ist 
-aber nach Voraussetzung von Null verschieden; es ist folglich: 

Kx = für ;i=l, 2...;? 
d. h. R — R^= constans, w. z. b. w. 

Die Funktion R («, z) hat zu Unstetigkeitspunkten die 
Punkte yi . . . yp und die Punkte, in denen die DiflFerenz 
J — 77 algebraisch unstetig wird. Die Aufgabe, diese 
Funktion wirklich rational durch s und z darzustellen, findet 
ihre Erledigung durch die Erörterungen des nächsten 
Kapitels. 

Sind die Unstetigkeitspunkte €^. . . 6^ von r gegeben und 
für jeden dieser Punkte die Entwickelung von t, soweit sie 
das Unstetigwerden in diesem Punkte charakterisiert, so 
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lassen sich die in Formel 11?) auftretenden konstanten 
Koeffizienten A^, . , Ap^ B^,..Bp unschwer bestimmen^ 
Näheres hierüber findet man bei Appell und Goursat, 
Theorie des fonctions algöbriques et de leurs integrales 
p. 345—49. 

Wir behandeln weiter die Aufgabe: 

Anzugeben, unter welchen Bedingungen daa 
AbeTsche Integral 

J = jT dz 

sich auf eine algebraische Funktion der Klasse 
reduziert. 

Die erste zu erfüllende Bedingung ist, dafs alle 
Residuen G^ von t gleich Null seien. Ist diese Bedingung 
erfüllt, so lassen sich die weiteren Bedingungen im An- 
schlufs an das Vorige, daraus ableiten, dafs im Ausdrucke 
119) für J alle Koeffizienten A^ und Bx gleich Null sein 
müssen. — Wir leiten diese weiteren Bedingungen auf einem 
etwas andern Wege ab. 

Bezeichnen Kx, Lx die Periodizitätsmoduln von J an 
<^xj h, 80 ist das Randintegral /w^t (i «7= Iu^.t .dz 

(n J (T') 

einerseits = ^ ((j^i.Lx — a^x^xj , 

und andererseits = 2 tt i . mal der Summe der Residuen von 

u^,T in T'j 

ebenso ist das Randintegral / t (o, y^) . t dz einerseits gleich 

P 

— 2 ^u'x (y^) . Kx und andererseits gleich 2 tt e mal der 

Summe der Residuen von t (o, y^) . r in T.' 

Soll nun J=zjj:dz eine algebraische Funktion der 
Klasse sein, so müssen, aufser der Bedingung 6x = 
(x = l...j), auch noch sämtliche Periodizitätsmoduln ÜT;!, i^ 
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Ton J gleich Null sein, d. h. es mufs, nach dem eben Be- 
'Wiesenen, die Summe aller Eesiduen von w^.t und die 
Sunmie aller Residuen von t (o, y^ . t in T' gleich Null sein 
(für /u = 1, 2...p). Sind umgekehrt diese letztern Be- 
-dingungen erfüllt, so sind auch alle Kx^ Lx gleich Null. 
Ist nämlich die Summe der Residuen von t (o, y^) . r in T 
gleich Null für /u = 1, 2 . . . p, so gelten die p Gleichungen 

X = l 

aus denen sich, da ihre Äuflösungsdeterminante 



D = 



w;(yi)...w;(yp) 

nach Voraussetzung von Null verschieden ist, ergiebt: 

K^ = Ag = • • • == Kp = 0. 

Ist aufserdem auch die Summe der Residuen von u^ . t 

in T gleich Null für /m = 1, ...;?, so folgt aus den p 

Oleichungen : 

p 

7ti . L^ — ^cifiX'^i = ^ = 1, 2...p, 

X=zl 

unmittelbar: 

X/j^ == JL^ = . • . = Jup = 0. 

Wir haben so das Resultat: 

SStZ Y?) Die notwendigen und ausreichenden Be- 
dingungen dafür, dafs ein AbeFsches Integral 

J=zjrdz sich auf eine algebraische Funktion 
der Klasse reduziere, sind: 

1?) dafs sämtliche Residuen von r Null seien; 

2?) dafs die Summe aller Residuen von w^.r 
(/i=l, 2...p) in T gleich Null sei; 

3?) dafs die Summe aller Residuen von *(o,y^).r 
Ou==l, 2...p) in T' gleich Null sei, wenn die 
2p Integrale Mj...Wp, t{Ojy^\ ...t{o^yp) ein 
'Fundamentalsystem bilden. 
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Zum ScUafs geben wir noch eine Anwendung der 
Formel I?) dieses Paragraphen auf die Darstellung des 
Logarithmus einer algebraischen Funktion der Klasse. 

Es sei T eine algebraische Funktion der Klasse; ihre 
Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte, die wir der Einfachheit 
halber als im Endlichen gelegen und mit keinem Ver- 
Zweigungspunkte zusammenfallend annehmen, seien 

C| • • • Cj( ■ • • Cn unu p* • • • Pq • • • Pt% 

die zugehörigen Ordnungszahlen 

^<j . . . ^x . . . ^^q und Vj . . . y^ . . . Vp. 

Bezeichnet dann r(a) den Wert von t im willkürlich 
angenommenen festen Punkte z = a^T (o) den Wert von t im 
variabelen Punkte («, z\ so ist 







, t(o) / 1 dT 

log ; ' = I -1 dz. 

^ T{d) I T dz 



a 



Die Unstetigkeiten dieses Integrals der Klasse sind 
leicht zu ermitteln. Ist nämlich 

in €4^ = 1?^): t = {z — ri;f'^[A^-\- B^{z—ri^)-\-.. .\ A^zfzQ 
so ist ebendaselbst: 

-^ = (^ - •?x)'''" '. [i"x ^. + 0"« + 1) B,(z-r],) + ...], 

und daher 

1 dr fj^x 



T dz 



Z — Tj, 



+ f.c. 



Ebenso ergiebt sich aus der in der Umgebung von 
ß^ {z = Q gültigen Entwickelung : 






4 
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nnd somit: 

1 dT ^ —V, ^^ 

T dz Z ^q 

Das Integral / = — wird daher in sämtlichen 

IT dz 

Funkten «^ . . . «g, ß^. . . ßr logarithmisch unstetig, und die 
zugehörigen Residuen sind /w^ . . . .w,, — ^u • . . — ^r« Weitere 
Unstetigkeiten besitzt das üitegral nicht. — Nach I?) gilt 
somit der 

S&tZ YL) Der Logarithmus einer algebraischen 
Funktion t der Klasse läfst sich darstellen in 
der Form: 

q r-1 

m?) log r = 27i"x . W {€,, ßr) — 2J^Q . ^ ißqi ßr) 

P 

-f- ^ cx ux -|- constans. 

X = l 

Die in dieser Formel auftretenden konstanten Koeffizienten 
c^. . .Cp sind gerade, ganze Zahlen (oder 0), wie man 
sogleich einsieht, wenn man berücksichtigt, dafs die 
Periodizitätsmoduln von log t an den Querschnitten a^ . . . Op 
ganzzahlige Vielfache von 27ti sein müssen. 
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In diesem Paragraphen sollen einige für die Theorie 
der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale äufserst 
wichtige Beziehungen abgeleitet werden, die nach ihrem 
Entdecker mit dem gemeinsamen Namen „AbeTsches 
Theorem" bezeichnet werden. Der im Folgenden gegebenen 
Ableitung liegt die Voraussetzung zu Grunde, dafs die 



•) Abel, Oeuvres complötes. I. pag. 145 (1826) u. pag. 515 (1829). 
— Biemann, Ges. Werke pag. 116 ff. — Clebsch u. Gordan, 
Abersche Funktionen pag. 44 u. 127 (1866). — Die hier gegebene Ab- 
leitung schliefst sich an die Abhandlung von Herrn H. Weber, Math. 
Anm. Bd. VIII, pag. 48 bis 53 an. 



^08 ^^ ^'^^ Integrale der Klasse. 

definierende Grundgleichung F ys, z) = der Klasse nor- 
malisiert sei im Sinne des § 9), so dafs unter anderm im 
Unendlichen keine Verzweigungspunkte vorhanden sind. 

Es sei T eine Funktion der Klasse, die 

in den Punkten ß^. .. ßx.^.ßk gleich Null wird zu 
den Ordnungen m^ , . . . m^, . . . mu, 

und in den Punkten /i . . . y^ • . . yr gleich oo zu den 
Ordnungen n^ . . . n^ . . . Wp, 

^0 dafs 

k r 

x=l () = l 

ist, wenn q die Ordnung von t bezeichnet. 

Femer sei cu ein Integral der Klasse, dessen Integrand 

cj' = -r- in einem beliebigen, im Endlichen gelegenen 

Punkte €a (z = Q, der ein (va — l)facher Verzweigungs- 
punkt von T ist, die Entwickelung: 

(v^ =z= einer der Zahlen 1, 2 . . . n) 

und in einem beliebigen der n oo fernen Punkte T die Ent- 
wickelung: 

2?) c.' = % + %i + ... 

besitzt. Dieser Integrand w' wird dann in allen denjenigen 
Punkten «« unstetig, für welche iw < ist, etwa in den 
Punkten e^ ...««... £,, und besitzt im Unendlichen nur dann 
ein von Null verschiedenes Residuum, wenn v^l ist. 
Letzteres möge in den Punkten d^ . . . d'a, . . . (5^ der Fall sein. 

Schliefslich besitze (o an den Querschnitten a^^ bx die 
Periodizitätsmoduln A^, Bx. 

Wir bilden nun die Funktion: 

3?) ^ = logT.^. 

dz 
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Der zweite Faktor w' = -7- ist in T eindeutig. Der erste 

Faktor logr ist, wie aas dem Schlofsresaltat des vorigen 
Paragraphen hervorgeht, ein Integral der Klasse, das nur 
logarithmische Unstetigkeitspunkte besitzt, und zwar sind 
das die Punkte ß^ und y^. Dieser Faktor wird erst ein- 
deutig in der einfach zusammenhängenden Fläche V^ die 
man erhält, wenn man in T' von dem gemeinsamen 
Xreuzungspunkte 17 der Querschnitte cx aus nach sämtlichen 
Punkten ßx und y« Schnitte l^ und t^ anlegt, die weder ein- 
ander noch die Schnitte a^, ft^» <^x schneiden (Fig. 36), 




Fig. 36. 

Unterscheidet man die Ränder dieser Schnitte als -f- und 
— Band so, dafs ein -f- Umlauf um einen der Punkte 
ßxy Yd von der negativen Seite des betreflFenden Schnittes 
auf die positive Seite desselben führt, so hat logr an l^ 
(x = 1 ... Ar) den Periodizitätsmodul m^ . 27irt, und an 
i^ (^ = 1 . . . r) den Periodizitätsmodul — n^.iiti, Aufser- 
dem besitzt logx an axjbx die Periodizitätsmoduln 

2^1. ^'Aj ^Tti.hx^ 

Landfriedt, Theorie d. algebr. Funlct. 14 
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KL Die Integrale der Kluse. 



wo gx, Ai(k = l . ..p) ganze ZaUen bezeichnen, die voll- 
ständig definiert sind durch die Integrale 



4?) 2nigi 



y 
b 

ß 



dlogT, 27ri.Äji = 



a 
a 

ß 



d log r. 



Wir betrachten nunmehr das Randintegral: 
5?) r = / log r . w' . tf s = / * . dz 

J {T') J (T") 

wo die Integration sieh in positiver Richtong über die ganze 
Begrenzung von T" erstreckt. Drttckt man dieses Integral 
aus, einmal durch die Residuen, die der Integrand in T" 
besitzt, das andere Mal durch die Periodizitätsmoduln, so 
ergiebt die Gleichsetzung der so erhaltenen Werte das all- 
gemeine AbeFsche Theorem. 

Wir bestimmen zunächst die Residuen von * in T'\ — 
Der erste Faktor logr von ^ wird in T" nicht mehr un- 
stetig. Setzt man also voraus, dafs die Punkte ßx und y^ 
mit keinem der Punkte Sa und da zusammenfallen, so hat 
log T in der Umgebung der Punkte c« luid da Entwickelungen 
von der Form: 

5?) für €«: logT=(;o + C,(^— Car«+C,(^-Car« + ..., 



6?) 



für 8a'- logT 



r r 

H I rTFT" ••• 



Im Punkt «a, für den fi<iO ist, hat man daher: 

7?) 4^==[(7, + C, (^-W^+C,(^-W^+...] 

Soll in Sa ein von Null verschiedenes Residuum besitzen^ 
80 mufs die rechte Seite von 7?) ein Glied mit dem Nenner 
z — ta enthalten. Da für — itt <C ^a ein solches Glied in 
der Entwickelung von (P nicht auftreten kann, so hat man 
Residuen nur zu erwarten für — it*^«?«. Angenommen^ 
es sei: 

8?) — ^ = r„ -{- fx^ d. h. — (iM + fla) = Va , 



J 
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wo fia irgend eine positive, ganze Zahl (die Null einschliefs- 
lich) bedeutet; in der Entwickelung 7?) von haben dann 
die Glieder mit den Koeffizienten: 

den Nenner z — ^a. Die Summe 5« der Residuen von 
in €^ . . . €a . . . €« ist daher : 



99) Sa=2J^a (Co<?iU+.u„ +^/i Cfi + u^-1 + • • • + ^iu„ C,i\ 
a = l 

WO jMa = (iW + t?a) ist. 

Im Punkte öa hat man: 



10 



Soll (P in diesem Punkte ein von Null verschiedenes Resi- 
duum besitzen, so mufs die ganze Zahl v ^ 1 sein. An- 
genommen, es sei 

110) y=,i — y^^ (y^ einer d. Zahlen 0, 1, 2, . . .); 

der Nenner z, der allein ein Residuum liefert, kommt dann 
vor in den Gliedern mit den Koeffizienten: 

und die Summen Sa der Residuen von in den Punkten 
d^ , . .öfj , , . di ist : 

t 

12?) S„ = — j;(r, K + r„-\- A *r + r„-l+ . • • + T,^- M, 
wo V + l'a = 1 ist. 

Aufserhalb der Punkte «« und d^ besitzt in T" kein 
weiteres Residuum. Es ist daher: 

I?) V=27ci. 

= 1 -■ 

14» 
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Andererseits ist: 

ß 
l 



J (JT) '"•/ n X 




?=1 




Y 
V 



yog T .do) — log T . d w/ , 



wo: 




<• r 

logT .dw = 27ti .^ {gx .Bx — hi. Ax)j 



(2") 




ß 
l 



(^log rdw — logr .dw) = 




= m^ ,2k7ti , 



ß 
l 

V 



ß 
l 



(logT — log rjda) 



du) = mx . 27ti . [o) ißx) — CO (i?)], 



/P (logT.dw — logt .da})=-nQ.27ti.l 



Y 

V 



d(o 



9 



= — n^ . 27ti , [w (y^) — w (i/)] ist 

Berttcksiehtigt man daher, dafs Sm^ = Sn^ ist, so er- 
hält man: 

r ^ 

n?) 

* vi 

Aus 19) und 11?) ergiebt sieh: 



V=27ti.\2{gx.Bx — hx Ax) 




A9) 



l 

x = l 






^=1 



=j;(äa.^a-?a.5a) 

+ ^Va (Co Cf^^fia + ^1 • S + i"a ~ 1 + • • • + ^"a ^^) 



a = l 
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wonn 



k r 



x = l 



r 
b 

ß 



dlogr, 



2 Tri . hl 




a 
a 

ß 



cZlogr, 



und )w 4-/^0 = — »aj v-\-Va = l ist. 

Die Beziehung A?) ist der Ausdruck für das all- 
gemeine Abersche Theorem. 

Sind alle Unstetigkeitspunkte und Nullpunkte von t 
Ton der ersten Ordnung, so sind alle Zahlen m^ und n^ 
gleich 1. Bezeichnet dann ß^ . . . ßx-- - ßq das System der 
NuUpunkte, ^i . • . y« • • • y« das System der Unstetigkeits- 
punkte von T, so nimmt die linke Seite von A9) die Form 

^[^(ßx) — ^(yx)], wofür auch geschrieben werden kann: 



x=l 



^1 dw. 



x = l 



rx 



Die Beziehung A?) geht dann über in: 

'l»x 




1=1 






= 1 

t 



^ (-T} • ^vf^aH" "^1 • ^"H-^'a -1 4" • • • "f" ^Vf,' 6v)- 



a=l 



Bezüglich der Konstanten gxjhx{l = l^. ..p) axit der 
rechten Seite von A^ läfst sich allgemein Folgendes aus- 
sagen. 
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Betrachtet man an Stelle der Funktion t mit den Null- 
punkten ß^. .-ßq und den Unstetigkeitspunkten y^- >-yq die 
Funktion 

T — k 



T 



^~ T — k^ ' 



WO k und k^ konstante Gröfsen sind, so sind die Nullpunkte 
von Tj die q Punkte, in denen ir = Ar, und die ünstetigkeits- 
punkte die q Punkte, in denen T = k^ wird. Bezeichnet 
man diese Punkte wieder mit ßi-* -ßq nnd y^ . . . y,, so ändern 
sich diese Punkte stetig, wenn k und k^ sich stetig ändern. 
Setzt man zunächst k = k^, so fallen die Punkte ßx mit den 
entsprechenden Punkten y^ zusammen, und die gi^ hx werden 
= 0, wenn man in A^^) die Integrationswege von y» nach 

ßx auf Null reduziert. Läfst man von da an ä; sich stetig 
ändern, so ändern auch die Punkte ßx stetig ihre Lage, 
und die Zahlen gxj hx bilden so lange =0, bis einer 
der Punkte ß^ einen Querschnitt überschreitet, wenn 
nur dabei als Integrationswege die simultanen Wege ge- 
wählt werden, auf denen die Punkte ßx bei der Änderung 
von k vorrttcken. 

Die ganzen Zahlen gx^ hx sind also unabhängig von ta 
und hängen im allgemeinen ab von der Natur der Funktion t 
und von der Lage der Querschnitte. Legt man in A^^) den 

Integrationswegen die Beschränkung auf, die Querschnitte 
ax^hx (A = l...p) nicht zu überschreiten, so sind alle gx^h 
gleich Null. Läfst man die Integrationswege beliebig in 
T' verlaufen, ohne Eücksicht auf die Querschnitte, so 
kann man den Zahlen gx^ hx beliebige ganze Zahlenwerte 
erteilen. 

Aus A?) resp. k^) lassen sich durch Spezialisierung von 
w mehrere Beziehungen spezieller Natur ableiten. 

I?) Es sei CO ein Normalintegral I. Gattung «<• 
Dann ist: 



(')-"■■ 



ßx = ^iXj 



und die Beziehung A?) resp. A^^) geht über in: 
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k r 

B?) 2^ni^'Ui(ß^) — 2Jno.Ui(y^ 

P 

= 7ci.hi— Jjgx.aixj (i=l, 2...p), 



xesp. 



A=i 






B,^) ^ I dui = 7CiJii — 2^gx.aaj (i = 1, 2 . . . p), 

Legt man den Integrationswegen in B^^) die Beschrän- 
kung auf, die Querschnitte a^, 6;i (A = 1 . . . p) nicht zu über- 
schreiten, so geht B^^) über in die einfachere Gleichung: 



B«) 



n?) Es sei fj) ein Normalintegral III. Gattung 

ijj (€^, «j). — In diesem Falle wird der Integrand y^ ^^ 

nur unstetig in e^ und e^j und es ist 

du) 1 , ^ 

m €, : — z — = t: k- 1. c. , 




(2 a; 1 

>2 



*°*«=-dr-=-T3:er+^-«-' 



WO ^, , ^2 die Werte von z in e^ und c, bezeichnen. Es 
ist daher: 

für 6^: i;^=l, fi = — 1, d. h. /ij=0, c^=l, 
für «2 : t?2 = 1, )w = — 1, d. h. ^g = 0, Cu= — 1. 

Ferner ist : v = 2, J.;i = 0, B\ = 2 [ux (e^) — w^ (fig)]. 
— Die Beziehungen A?) resp. A^^.) gehen somit, wenn man 

aufserdem berücksichtigt, dafs 

Coi = log T (ej, Co2 = log T (e^) 
ist, über in: 
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k r 

C ?) ^ »»X . w (€„ «, V^— JJn^.ü («1, cjy 

= - 2 Ji^^K (e,) - «i (e,)] + log -^gi^ , 



resp. 






« /•''* 




c«) 






^ / dc5(«i,«j) 








i> 
- 2 . ^ S'i [Mi (Cj ) «i («g)] 4- log - 


^(«i) 
^(«,) • 




Fühlt 


man an 


Stelle der Funktion t die Funktion 








T — A 






x-A, 





ein, und bezeichnet man die Null- und Unstetigkeitspnnkte 
dieser Funktion wieder mit ßi^^.ßq resp. /^ * * - ^s' ^^ S^^^ 
CO) ttber in: 

/•rX 

C») J^ da(€„e,) = -2 J; gx [u, (c,) — «^ («,)] 

Legt man hierin den Integrationswegen links die Be- 
schränkung auf, die Querschnitte bi nicht zu Überschreiten, 
so ergiebt sieh 

'' i^i/ ° ^(«1) — '«^(y) -^(«a) — ^0*) 

wo T(ß) = ky T(y) = k^ ist. 

Sind speziell die Punkte 2^« die Unstetigkeitspunkte von 
T, so erhält man: 

CS) i'/'d<3K,e,) = log ^(*i)-^(^) 

yrx 



X = 



»^ (««)—»(/») ' 
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und schliefslich, bei Anwendung des Vertanschnngssatze» 
von Argament und Parameter: 



, . «1 



In dieser letztem Form wird später das Abersche 
Theorem für Normalintegrale III. Gattung zur Lösung de» 
XJmkehrproblems benuzt werden. 

Nimmt man in A?) resp. A^9) für co ein Normalintegral 
II. Gattung, so erhält man ebenfalls eine Beziehung spezieller 
l^atur, das AbeFsehe Theorem für Integrale U. Gattung^ 
Da diese Beziehung an Bedeutung hinter den Beziehungen 
B?), C?) und D9) weit zurücksteht und auch im folgenden 
nicht zur Anwendung kommt, leiten wir dieselbe hier nicht 
ab und verweisen für sie etwa auf Stahl, AbeFsche Funk- 
tionen, § 19. • 



Kapitel IV. 



Funktionen und Punktsysteme der Klasse. 



§ 27. ümkehrung des AbeFschen Theorems für 

Integrale I. Gattung. 

Im vorigen Paragraphen ist nachgewiesen worden, dafs 
wenn eine Funktion r der Klasse in den Punkten ß^...ßx'"ßb 
Null wird zu den Ordnungen in^^ . . . rrix . . . mu, und oo zu 
den Ordnungen n^ . . . n^ . . . n^ in den Punkten y^ . . . y^ . . . yn 
wobei Hm^ = Xn^ = q die Ordnung von t bezeichnet, die 
/> Beziehungen: 

kr p 

19) ^m^ . Ui {ßy) — 2Jng . Ui (y^) = ni.hi — ^ gx . an 

(t = 1, 2 . . .p) 

bestehen, wo Ui dasjenige Normalintegral I. Gattung bedeutet, 
das an ax^ h die Periodizitätsmoduln j . jTirf, aix besitzt, 

lUQd gxjhx ganze Zahlen sind, die definiert sind durch die 
Integrale : 

b d log r, 27ti .hx= I a 

ßi J ß 

Dieser spezielle, im allgemeinen AbePschen Theorem 
enthaltene Satz ist vor allen andern wichtig wegen seiner 
Umkehrbarkeit. Es gilt nämlich der 



27ti.gx = 




dlogt. 
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Satz I?) Sind für zwei Punktsysteme 

ßl ' " ßx ' " ßky 
71 ' • • Yq • • - 7'r j 

von denen das erste den Punkt ß^ allgemein 
77ix-mal, das zweite den Punkt y^ allgemein 
no-mal enthält, wobei I^mx = I!ng ist, die p Be- 
ziehungen 19) erfüllt, worin gxjh ganze Zahlen 
bedeuten, so giebt es eine algebraische Funktion 
T der Klasse von der Ordnung q = Imx = I^rigy 

die in den Punkten /?x(x = 1, ... *) gleich 0*** und 
in den Punkten y^(ß=l, ,..r) gleich oo^q wird. 

Beweis: Wir bilden die Exponentialgröfse 

29) T = e^, 

wo 

k r— 1 

39) J= 2J^x • ^ (ßxj yr) — 2J^Q • ^ (ygy yr) 

X=l Q=l 

P 

+ 2 ^9x . w;i -f- constans 

ist, und untersuchen das Verhalten von r in T'. 

Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte von t sind nur dort 
zu erwarten, wo der Exponent J unendlich wird, d. h. in 
den Punkten ß^ und y^. 

19) in ßx{z = Zy) wird nur ein Integral w unstetig, 
und zwar ist dort: 

^ {ßnj Yq) = log (z — z^) + f. c, 
und daher: 

J=mx» log {z — Zy) -[" f' ^'1 

(\W^ f. 0. 
z — z^)''.e , 

d. h. T verschwindet in ß^...ßx...ßK zu den Ordnungen 
7n^ . , . rrix . . . wijk. 

29) in y^{z = z^) ist: 

^(y<?>yr) = iog(« — ^9) + f-C., (e = l,2, r — 1) 



220 IV. Funktionen und Punktsysteme der Klasse, 

und daher 

J == flg. log (Z Zg) -f- f. C, 

z — Zg) Q ,e , 

d. h. T wird in den Punkten /i . • . y^ . . . yr-i gleich oo zu 
den Ordnungen n^ . . . n^ . • . nr-. i . 

39) im Punkte yr{z = Zr) ist: 

7c r — l 

J = — log(z — Zr) . JJm^ + log {Z — Zr) . ^n^ 

Q-l 





x = l 


— — log (z - 


r * ^"^^ T 


und daher: 






r — (z Zr^^.e'^' 



d. h. T wird in y^ unendlich zur Ordnung w^. 

Ein Teil unserer Behauptung ist hiermit als richtig er- 
wiesen. Es bleibt nur noch das Verhalten von t an den 
Querschnitten von T* zu untersuchen. 

J ist eindeutig in der einfach zusammenhängenden 
Fläche T", die man erhält, wenn man in T' vom gemein- 
samen Kreuzungspunkte rj der Schnitte c^ ...c^ aus Schnitte 
/^ . . . Zx • • • 4) ^1 • • • ^^ • • • ^r TL2^ den logarithmischen Un> 
Stetigkeitspunkten anlegt. In T" ist nun: 

1?) an a» (i = 1 . . . p) : (jj = vj^ 

4- - 

J — J= 2gi . Tri, 

+ - 
und daher, da gi eine ganze Zahl sein soll: 'i: = r. 

2?) an 6i(t=l,...p): 

+ - 

^ (y^ j yr) — tu (y^ , yr) = 2 . [Ui (y^) — «.< (y,)] , 

+ 
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und daher: 



r-1 p 

— 2 J^W^ [MrQ) — '^{7r)] + 2 ^5;r;i Oix 

* r p 

= 2 ^ m^, . w< (/i^^) — 2 ^ w^ . Ui (y^) + 2 ^ ^^ a<;i 

x=l ^=1 A=l 

= 27ti . hij 

4- - 
d. h. T = r. 

3?) an Ixi J — J= — rux.27rt, d.h. t = t^ 

+ - + - 

n ^^(p = Ij • • •^)- «^ — J = — n^,27tij d. h. T = T. 

Die Funktion t ist somit in T eindeutig; ihre Null- und 
Unstetigkeitspunkte sind die in endlicher Mzahl vorhandenen 
Punkte ßit und ygy und die Ordnung des Null- und Unstetig- 
werdens von r in diesen Punkten ist eine endliehe, r ist 
daher eine Funktion der Klasse mit den im Satz I?) aus- 
gesprochenen Eigenschaften. 

Ein Punktsystem, in dessen einzelnen Punkten eine 
Funktion t der Klasse zur ersten oder zu einer höheren 
Ordnung Null wird, nennen wir mit Christoffel ein Punkt- 
system der Klasse. Dieselbe Bezeichnung benutzen wir 
auch für das System der Unstetigkeitspunkte von r, und 
nennen das System der Nullpunkte und das der Unstetig- 
keitspunkte von T zusammengehörige Punktsysteme 
der Klasse. — Mit Anwendung dieser Ausdrucksweise 
können wir nunmehr den fundamentalen Satz aussprechen: 

SfttZ IV) Die p Beziehungen: 

kr p 

2^m^.Ui(ß;^ — 2^ng.Ui{Yg) = 7ti,hi—2^gx üix^ 

(i=l,2,...p) 

k r 

worin ^^x=^ng = q ist, und die Gröfsen 
^xj^Qjffkjfn ganze Zahlen bedeuten, sind die 
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notwendigen and ausreichenden Bedingungen 
dafür, dafs die Punktsysteme ß^.j.ßx...ßk und 
j/j . . .y^. . .yrj von denen das erste den Punkt 
ßx allgemein m^-mal, das zweite den Punkt y^ 
allgemein n^-mal enthält, zusammengehörige 
Punktsysteme der Klasse sind. 

Denkt man sich das AbeFsche Theorem für Normal- 
integrale L Gattung u in der Form: 

4?) 2Ju(ß,)^2J^iY^) 

geschrieben, wo das Kongruenzzeichen ^ andeuten soll, dafs 
die linke Seite gleich der rechten ist bis auf ein System 
von Simultanperioden von u, so läfst sich der vorige Satz 
auch aussprechen, wie folgt: 

SfttZ in?) Das Punktsystem ß^^... ß^.. . ßg ist dann und 
nur dann ein Punktsystem der Klasse, wenn 
die Kongruenz 49) durch ein mit ß^..,ßq nicht 
identisches Punktsystem /i ...y, erfüllt werden 
kann. 

Wo es nicht auf Systeme von Simultanperioden von « 
ankommt, läfst sich also die Summe ^u{ß^ ersetzen durch 



3 

^u(y^. In diesem Sinne nennt Herr Rost (Theorie der 

Eiemann'schen v^-Funktion, pag. 249) ein Punktsystem 
ß^. . . ßqj das den Bedingungen des vorigen Satzes genügt, 
ein ersetzbares Punktsystem.*) 

Die Sätze II?) und III?) dieses Paragraphen liefern ein 
erstes Kriterium für Punktsysteme der Klasse. 



•) Trotz des in dieser Bezeichnung liegenden Hinweises auf die 
im obigen Satze ausgesprochene grundlegende Eigenschaft des Punkt- 
systems ßi,,.ßq, werden wir im Folgenden der von Christoffel 
benutzten Bezeichnung „Punktsystem der Klasse** den Vorzug 
geben, da sie sich in natürlicher Weise an die allgemein übliche Be- 
zeichnung „Funktion der Klasse" anlehnt. 
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§ 28. Darstellnng der Fnnktioiien der Klasse; 
zweites Eriterimn für Punktsysteme der Klasse. 

Das Punktsystem /^ • • • ;^^ . • • /d das allgemein den 
Punkt Yg n^-mal enthält, sei das System der Unstetigkeits- 
punkte einer Funktion t der Klasse, und zwar sei: 

1?) in y^{z = t^,8 = a^y. 

R^^^ R^^^ R^>^ 



z-l, ' {z-Q* ' ••• ' iz-Q'9 

Bezeichnet dann ^''(o, «) den Integranden j-,, ^ in £9), 

r (8j z) 

§ 22, so ist das Produkt: 

29) F = ir.r(o,f) 

eine Funktion der Klasse, deren Residuen sich leicht be- 
stimmen lassen. Es ist nämlich: 

19) in e{z = C): 

Üm(Z — C). y(0,€)=:l, 

lim T (o) = T (e)j 

t(€) 
und daher V= — ^^-^-f. c, 

z — ^ ' 

d. h. Res («) = T («). 

2.^) in yp(z = ^^, « = (7^): 

r=r(y^,6) + (^ — i;,).^'(y„e) 

+if:zC^rxy,,.)+...+^^^^ 

nnd daher: 

Res (y^) = 4^1 r (y^, e) + iüf . y''(y^, e) 
i2(3) p(«) 

+ -äV '^"'(y.' ^) + • • • + -(^j^^^ '^'"'-'V. ^). 

Im Endlichen kommen weitere Residuen von V nicht 
vor. — Im Unendlichen ist: 
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3?) In 00,: 

lim z .T .^(o.€) = — • lim r = — t ( oo,), 

n n ^ ^ 

und daher: 

Res ( oox) = r ( oo,), (x = 1, 2 . . . n). 

71 

Berücksichtigt man nnn, dafs die Summe aller Re- 
siduen von V gleich Null ist, so erhält man die Beziehung' : 

T(e)+i'[i2<;>.!r(y «) + ... 

oder, da nach Früherem der Funkt e beliebig angenommen 
werden kann: 

I?) r(p)=C-^Jli<^\9(y^,o) 

1 " 

wo ^= — •^'^(0'«)» 

und aUgemein y%,^)==-^( ^^^'"1 ^ ) «*• 

Diese Formel liefert, falls die ünstetigkeitspunkte 
-/i •••/(>••• /r bekannt sind, einen algebraischen Aus- 
druck für T. Vorausgesetzt ist jedoch bei der vorher- 
gehenden Ableitung, dafs alle Punkte yi.-.y^ im Endlichen 
liegen. 

Eine andere Darstellungsform für t ergiebt sich auf 
folgende Weise. Es sei wieder: 

iny^(^ = p: ^=^^^-(^3:f^^ + f. c, (^ = 1,2...^). 
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Nimmt man hierzu den allgemeinen Integranden 
I. Gattung w\ der in der Umgebung y^ die Entwickelung : 



'-^o (^-u 



2 



"besitzt, so erhält man, wenn man beachtet, dafs die Funktion 
^er Klasse 

4?) r.w' 

die Besiduensumme Null hat, die Beziehung: 

n?) 2; K^'(yp + -^f- t^"(y,) + -^ ^'%y,) + • . • 

Ersetzt man hierin iv' der Beihe nach durch die p Normal- 
integranden I. Gattung u'i . . . Ux • • • Up, so ergeben sich die 
j> Belationen: 

+ lf"«(^P+-+(;;^:=:i)!"^<'^M=o, (x=i,2...p). 

Mit Hilfe dieser Beziehungen läfst sich der Dar- 
stellungsformel für T eine andere Gestalt geben. — Wir 
haben frtlher (§ 23, 9.^) für das definitiv normierte Integral 
II. Gattung, das in einem Punkte y (2: = f , « = a) zur v^^ 
Ordnung algebraisch unstetig wird, den Ausdruck abgeleitet : 






r — 1 
WO 



Landfriadt, Theorie d. algebr. Funkt. 1 5 
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Hieraus folgt: 

Wendet man dies anf I?) an, und berücksichtigt dabei 
die Beziehungen IP), so erhält man: 

m?) ■vio) = C+ 2: [i^;'. «« {0, y^) 

Diese zweite wichtige Darstellungsformel drückt im 
Gegensatze zu I?), die Funktion r der Klasse durch trans- 
cendente Funktionen, die definitiv normierten Integrale 
IL Gattung, aus, hat aber den grossen Vorzug, die Un- 
stetigkeitspunkte von r in vollkommen durchsichtiger Form 
anzugeben. 

Für die Formel III?) ist es wesentlich, dafs die Gröfsen 
Ii^°^ (a = 1, 2, . . . n^) den Bedingungen II^o) genügen. Sind 
umgekehrt diese Bedingungen U^^) so erfüllt, dafs nicht alle 



iZ^« 






i2<f> 






Ä^V 






(^ 


e 

-?<,)• 


~ "~ • 1 


•• + ■ 
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R^=0 sind, so stellt die rechte Seite von 1119) eine Funktion 
dar, die gemäfs 79) § 23 im Punkte y^ die Entwickelung : 

+ f.c. 

besitzt nnd aufserdem znfolge der Periodizitätseigenscbaften 
der i^"^ an allen Querschnitten a^? h den Periodizitätsmodul 
Null besitzt, also eine Funktion der Klasse ist. Dies giebt den 

Satz V) Bezeichnet 

/i • ' ' y^ ' ' ' yr 

ein beliebig in T angenommenes Punktsystem, 
das allgemein den Punkt y^ n -mal enthält, so 

giebt es dann und nur dann eine Funktion t der 
Klasse, deren System von Unstetigkeitspunkten 
aus sämtlichen Punkten y^ oder aus einem 

Teile derselben besteht, wenn diepBeziehungen 

IIj!) durch GröfsenJ?^^^ befriedigt werden können, 

die nicht alle Null sind. 

Dieser Satz liefert ein zweites Kriterium für Punkt- 
systeme der Klasse. 

Zum Schlüsse leiten wir noch eine dritte für das Folgende 
wichtige Darstellungsform für t ab.*) 

Es sei wieder t eine Funktion der Klasse mit den Un- 
stetigkeitspunkten ^1 . . . y/> • • • /r und den zugehörigen Ent- 
wickelungen : 

Wir bilden die zwei Integrale der Klasse: 



59) 



Jj = / r ,w\dz 






*) Siehe Christof fei, Brioschi's Anualen, Bd. X. 1880. 

15* 
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wo w' ein beliebig angenommener, allgemeiner Integrand 
L Gattong, P{o,y^ das in H?) § 22 definierte Integral ist, 

mid die Gröfsen A^^\A^^\...Aff-^^ definiert sind durch 
die Gleichungen: 

^^?=I \„ll^l ^e^-^''^(yp)> ((ff-l)!=lfttr(r=l.) 



69) 



e' 






n^-i 



^JJ-^^^'^-'-^-ny,), 



A^——rr-. 



— ^V ^ /2<''+^' toi») (v ■> 



y-i j 



in denen allgemein td^^ (y J den Wert von — ^^-i — ^ 

Punkte y^ bedeutet, und untersuchen das Verhalten dieser 
Integrale in T'. 

Es ist: 

1?) für z = oo: 

w*= 0*, d. h. Jj = f. c. , 

^^^^ = -^ + f.c., i'<=0 nach n?) 



dz 



nz 



9 



^-(> 



und daher Um ^J^o^ lll^ = 0«, d.h. j; = f.c. 

2?) Im Endlichen ist aufserhalb y^ (^ = 1, 2 . . . r) über- 
all J^ = t c, Jj = f. c. 
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In y^{z = t^) ist: 

, < A^' 1! A^; 



und daher: 



I ("g — 2)! 4(»„-i) [ f „ 



(^-L)"? 



^»> ^<^> 



In y (p = 1, 2 . . . r) ist also J^ — «^9 = ^ c- Die DiflFerenz 
ist daher in T' überall stetig, also ein Integral I. Gattung: 



J^ — J^ = ^cx . ux -\- constans. 
Hieraus folgt: 

ivo) ..«,'= j;c,.u\+ J:\Af. ^^^^ 

, j(i) j^^_L ■ .(«?-i) dA"'^(o,yg) | 

IVO) r^i^i!L^^\.2:Uf^^^P^ 

* W M7 = 1 1 "^ O« 



+ ^^ • dz +"-+^f d« J' 
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Diese Formel stellt die Funktion t der Klasse dar dnieh 
einen Quotienten, dessen Divisor ein beliebiger Integrand 
L Gattung ist, und dessen Dividend sich linear zusammen- 
setzt aus einem Integranden I. Gattung, einem Integranden 
in. Gattung und einer Summe von Integranden IL Gattung. 

Die auf der rechten Seite von IV?) vorkommenden kon- 
stanten Koeffizienten q . . . Op sind nicht willkürlich, sondern 
müssen, wenn die rechte Seite von IV^^) nicht noch in 

andern Punkten als den Unstetigkeitspunkten von r unstetig 
werden soll, so bestimmt werden, dafs die rechte Seite von 
IV 9) in sämtlichen Nullpunkten von w* Null wird. Da die 
rechte Seite von IV9) für z = oo ebenso wie w' gleich o* 
wird, wie aus der Bildung der Integranden II. und 
in. Gattung hervorgeht, so genügt es, die Koeffizienten 
Cj . . . Cp so zu bestimmen, dafs die rechte Seite von IV?) in 
den im Endlichen gelegenen Nullpunkte von w' Null wird. 
Diese Bestimmung ist, da rw' stets in der Form IV?) sich 
darstellen läfst, unter jedem Umständen möglich. 

Der Integrand w' in IV 9) und IV^^) kann beliebig ge- 
wählt werden. Denkt man sich w', wenn möglich, so be- 
stimmt, dafs dieser Integrand in sämtlichen Punkten y^ zu 

derselben Ordnung verschwindet, zu der t daselbst unstetig 
wird, so sind alle Gröfsen A gleich Null, und die Formel 

IVa^ reduziert sich auf: 

p 

V?) z^"^-"^ 



tr 



Umgekehrt geht IV^.) nur dann in V?) über, wenn alle A^ 

gleich Null sind, d. h. wenn der Integrand lo' in allen 
Punkten y (q = 1 ,,,r) zu den Ordnungen verschwindet, 

zu denen dort t = oo wird. Dies giebt den 

Satz l¥] Läfst sich der allgemeine Integrand w' so 
bestimmen, dafs er, ohne identisch Null zu 
werden, in jedem der r Unstetigkeitspunkte 
y^{Q = l,2...r) einer Funktion r der Klasse zu 
derselben Ordnung n^ verschwindet, zu welcher 
T daselbst unstetig wird, so läfst sich ^ 
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darstellen als Quotient zweier Integranden 
L Grattnng, und diese Darstellung ist auch nur 
unter den vorigen Bedingungen möglich. 

Funktionen t der Belasse, die sich in der Form V?) 
darstellen lassen, nennen wir mit Christoffel (Brioschi's 
Annalen, Bd. X, pag. 240 — 301) Funktionen L Gattung; 
das System der Unstetigkeitspunkte einer solchen Funktion 
heifse dementsprechend ein Punktsystem L Gattung*) 
Funktionen der Klasse, die sich nicht in der Form V?) dar- 
stellen lassen, mögen Funktionen 11. Gattung heifsen, 
and das System der Unstetigkeitspunkte einer solchen Funktion 
ein Punktsystem 11. Gattung. 



§ 29. Drittes Eriterinm für Punktsysteme der 
Klasse. Der Riemann-Roch^sche Satz. 

Aus den an Formel IV?) des vorigen Paragraphen sich 
anschliefsenden Betrachtungen folgt, dafs die Integranden 
1. Gattung für die Theorie der Punktsysteme der Klasse 
von grundlegender Bedeutung sind. Wir untersuchen daher 
diese Integranden etwas genauer. 

Der allgemeine Integrand I. Gattung 

1^) w' = 2Jcx.u\ 

ist eine Funktion der Klasse und besitzt daher ebensoviel 
Nullpunkte wie Unstetigkeitspunkte erster Ordnung (mehr- 
fache Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte denken wir uns 
hierbei in einfache aufgelöst). Da w' nur in den Ver- 
zweigungspunkten von T, und zwar in einem Verzweigungs- 
punkte von der Ordnung fi höchstens zur Ordnung fi — 1 
unstetig wird, so ist die Gesamtordnung des Unstetigwerdens 
von w' gleich der Anzahl v der einfachen Verzweigungs- 
punkte, die sämtlichen Verzweigungspunkten von T äqui- 
valent ist. Diese Anzahl v ist nach 3?) § 15 gleich 2p-\-2n — 2. 



*) Die Punktsysteme I. (Gattung sind identisch mit den Spezial- 
gruppen der Herren Brill u. Nöther, die Punktsystemen. Gattung 
mit den Nichtspezialgruppen derselben Autoren. 
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w* besitzt also auch 2 p -|- 2« — 2 Nullpunkte erster Ord- 
nung, und zwar liegen 2n derselben jedenfalls im Unend- 
lichen, da jeder Integrand I. Gattung im Unendlichen in 
jedem der n Blätter von T mindestens = O'^ wird. Die 
übrigen 2|? — 2 Nullpunkte von w' liegen im allgemeinen 
im Endlichen; wir bezeichnen sie kurz als die im End- 
lichen liegenden Nullpunkte von w% womit nicht 
ausgeschlossen sein soll, dafs für spezielle Integranden 
I. Gattung einige dieser 2 p — 2 Punkte oder sogar alle im 
Unendlichen liegen können. Bezeichnet man diese 2 p — 2. 
von der Wahl der Koeffizienten c^. ,.Cp abhängigen, 
variabeln Nullpunkte von w' mit c^ .. .Cx« • • «2p— 2 ^^ 
die Verzweigungspunkte mit aj...a^...av, so gilt der Satz: 

SfttZ I?) Der allgemeine Integrand L Gattung 
w' ist von der Ordnung 2p-|-2w — 2, und 
seine Nullpunkte und Unstetigkeits- 
punkte sind verbunden durch die p Be- 
ziehungen: 

V 2p— 2 n 

2?) 2J^ K) = ^ w< («x) + 2 2J^ ( o-r), (t=l,2...;>) 

des AbeTschen Theorems für Integrale 
L Gattung. 

Wir kehren nunmehr zu den Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen zurück. 

Am Schlüsse des § 28 haben wir gesehen, dafs, wenn 
es möglich ist, den allgemeinen Integranden I. Gattung vf 
so zu bestimmen, dafs er, ohne identisch Null zu werden^ 
in jedem der Unstetigkeitspunkte ^i . • y^ • • • ^r einer Funktion 

% der Klasse zu derselben Ordnung verschwindet, zu der % 
in diesem Punkte unendlich wird^ die Funktion r sich in 
sehr einfacher Weise als Quotient zweier Integranden 
I. Gattung darstellen läfst. Der Wichtigkeit dieses Falles 
wegen untersuchen wir die Möglichkeit dieser Bestimmung 
von w' etwas genauer. 

Die Ordnung des Unendlichwerdens von t im Punkte 
^'(^ (P = 1» • • • ^) sßi allgemein gleich n . Die Gleichungen, 
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welche ausdrücken, dafs uf in jedem Punkte y^ zur ent- 
sprechenden Ordnung nq verschwindet, lauten dann: 

39) t/7'(y^) = 0, 11^" (y^) = 0,...t^;(V(y^) = 0, (^ = 1,2. ../•). 

Diese Gleichungen, deren Gesamtzahl = ^n^ = y ist, sind 
linear und homogen in den zu bestimmenden Koeffizienten 

V 

\, . ,Cy des allgemeinen Integranden m?' = ^ci ux und 

können daher niemals einen Widerspruch enthalten, da es 
stets ein System von Lösungen giebt, das diese Gleichungen 
befriedigt, nämlich das Lösungssystem c^ = c^ ==... = Cp= 0. 
Die Frage, die hier zu untersuchen ist, lautet jedoch : unter 
welchen Umständen ist es möglich, sämtliche Gleichungen 3?) 
durch Gröfsen c^...Cp zu befriedigen, die nicht alle 
gleich Null sind? Die Beantwortung dieser Frage 
grtlndet sich auf die Betrachtung der Beziehung U?) des 
vorigen Paragraphen. 

In dieser Relation II?) 









>(i) .«f r.. \ \ e .«ff /., N I e 



^7i^;^.-''^^e)] = o 



sind die Gröfsen Ä^?' {q = 1 . ..r), wenn wir voraussetzen, 

dafs r in ^. wirklich zur Ordnung n^ unstetig wird, alle 

Ton Null verschieden. Denken wir uns daher die Koeffi- 
zienten c^ ...Cp so bestimmt, dafs die Gleichungen : 

w' (/i) = 0, ... tr(%) (yj = 0, ...«.' (yr) = 0, ... w«"»- " (y,) = 

erfüllt sind, so folgt aus 11?) unmittelbar, dafs auch die 
Gleichung : 

oder, da J??***^ von Null verschieden ist, die Gleichung: 
erfüllt ist. — 
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Dies giebt den 

r 

SktZ II?) Die g = ^n^ Gleichungen 3?),' die aus- 

drücken, dafs der allgemeine Integrand 

I. Gattung 

p 

in jedem Punkte y^ des Systems y^ . ..y^ ... yr 
der Unstetigkeitspunkte einer Funktion r der 
Klasse zu derselben Ordnung n^ verschwindet, 
zu der t daselbst unstetig wird, enthalten 
mindestens eine überzählige Gleichung.*) 

Dieser Satz läfst sich umkehren. 

Angenommen, das System 39) enthalte die x (^ 1) 
überzähligen Gleichungen: 

4?) w^'-^ (y,^) = 0, ... , tr<^«) (y,J = 0, . . . tr«^«» (y,,) = 0, 

WO fi^ ...fia • "f^x Zahlen aus den r Reihen 1, 2 ... n^ 
(g = l ., .r)j und y^^ . . . y^^ . . . y^^ Punkte aus dem System 

y^-'-yo-'-yr bedeuten, von denen auch zwei oder mehr 
identisch sein können. Die übrigen q — x Gleichungen des 
Systems 3?) 

5?) i^(''-+^)(y.,)=0,...t^('^-+/»)(y^^)=0,...t^("«)(y^^_.J=O, 

in denen fi^^ij , » - f^x-\-ß, > "i^q in unbestimmter Beihenfolge 
diejenigen Zahlen bezeichnen, die von den r Reihen 
1, 2 . . . n() (ß == 1 . . . r) nach Wegnahme von ^Uj . . . ^^ . . . /tt« 
übrig bleiben, und y7ri...y/r^..-y7rg_x Punkte aus der Reihe 

y^^" »y^- - »yr bedeuten, von denen auch zwei oder mehr 
unter sich oder mit Punkten yr„ identisch sein können, 

nennen wir die wesentlichen Gleichungen des Systems 39). 

Unter diesen Voraussetzungen bestehen zwischen den 
Polynomien der Gleichungen 49) und 59) x Beziehungen von 
der Form: 

69) w(^-) (y,J = ""jj'caß . w(^-+P) (y, ), (a = 1, . . . x) 

/» = ! ^ 

♦) Christoffel, Brioschrs Annalen, Serie II, Bd. IX, 1879. 
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wo die konstanten Koeffizienten c^^ nicht alle =0 sind. 
Berücksichtigt man, dafs diese Beziehungen Identitäten (in 
Bezug auf die Koeffizienten c^...Cp von w*= Scxux dar- 
stellen, und dafs daher in 6?) die beiderseitigen Multi- 
plikatoren eines jeden Koeffizienten ci einander gleich sind, 
so erkennt man, dafs 6?) äquivalent ist mit den xp Be- 
ziehungen : 

Mit Zuhilfenahme dieser Beziehungen, welche eine not- 
wendige Folge der Annahme von x überzähligen Gleichungen 
im System 3?) sind, nimmt die linke Seite der Relationen 
II ö) des vorigen Paragraphen die Form an: 



a 

r 



i»=i Ox+(j— 1)! 



,9 = 1 l ^ « t(/u«+,,— 1)! '«=1 (/*«— 1)! "^JJ' 

worin (/«x+i» — 1)! und.(;Wa — 1) gleich 1 zu nehmen sind, 
wenn Hx-{.ß und Ha gleich 1 sind. Setzt man hierin 

«•) r. "^ IV + -^ (u ^\v '"^^^^ 

\ßx-\-ß iji a = l lA*a !■;• 

für /?=l,2...g' — X, 

so sind die p Beziehungen 11^^) des vorigen Paragraphen 
ganz sicher erfüllt. Die q — x Gleichungen 89), in denen 
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nicht alle Ca^ gleich Null sind, bestimmen jede eine der 
q — X Gröfsen J?^», während die x Gröfsen R^^ will- 
kürlich bleiben ond also auch von Null yerschieden an- 
genommen werden können. Unter der Voraussetzung, dafa 
das System 3?) x(^l) überzählige Gleichungen enthält, 
lassen sich somit die Gröfsen Rq so bestimmen, dafs die 
p Beziehungen 11^ des vorigen Paragraphen erfüllt sind, 

ohne dafs alle Ä/, = sind. Fassen wir das Vorher- 
gehende zusammen, so können wir daher, nach Satz I?), 
§ 28, folgenden Satz aussprechen: 

SstZ III?) Die erforderliche und ausreichende Be- 
dingung dafür, dafs zu einem Punktsystem 
yi...y^...yr, das den Punkt y^ allgemein w^-mal 

enthält, eine Funktion % der Klasse existiert, 
die in allen diesen Punkten y^(^ = l,...r) oder 

in einem Teile derselben zur Ordnung n oder 

zu einer niedrigeren Ordnung unstetig wird,. 
ist dafs das Gleichungssystem 3?) überzählige 
Gleichungen enthält. 

Dieser Satz liefert ein drittes Kriterium für Punkt- 
systeme der Klasse. 

Die bisherigen Erörterungen dieses Paragraphen gebea 
uns nunmehr auch die Antwort auf die Frage, wann eine 
vorgegebene Funktion t der Klasse von der Ordnung q eine 
Funktion I. Gattung ist, und wann eine Funktion IL Gattung. 

Bedeutet x wieder die genaue Anzahl der überzähligen 
Gleichungen des der Funktion t entsprechenden Gleichungs- 
Systems 39), so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

A?) Es sei q — x<;j?. 

In diesem Falle bestimmen die wesentlichen Gleichungen 
des Systems 39) y — x von den Koeffizienten c^. . . Cp des all- 
gemeinen Integranden L Gattung als Funktionen der übrigen 
X Koeffizienten, welche willkürlich bleiben. Für q — x<^j> 
läfst sich daher der allgemeine Integrand L Gattung 

p 

2 = 1 
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ohne identisch Nall zu werden, so bestimmen, dafs er in 
jedem Unstetigkeitspunkte der Funktion r zu derselben 
Ordnung verschwindet, zu der t daselbst unstetig wird. 
Nach § 28 läfst sich dann t als Quotient von zwei Inte- 
granden I. Gattung darstellen, d. h. t ist eine Funktion 
L Gattung. 

B?) Es sei q — x=jp. 

In diesem Falle ist die Anzahl der wesentlichen, d. h. 
von einander unabhängigen Gleichungen des Systems 3?) 
gleich der Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten c^..,Cp 
von w\ 

Das System 3?) hat daher nur ein Lösungssystem, näm- 
lich das System Cj=... = Cp = 0. Für q — x=pwird 
also w' identisch Null, wenn man ihm die Bedingung auf- 
erlegt, in jedem ünstetigkeitspunkt y^ von t zu einer Ord- 
nung zu verschwinden, die gleich der Ordnung des Unond- 
lichwerdens von V in diesem Punkte ist. r ist daher eine 
Funktion U. Gattung. 

Die Differenz q — x kann nicht gröfser alsp sein. Wäre 
nämlich die Anzahl q — x der wesentlichen Gleichungen des 
Systems 39) gleich p + A, so würden irgend p dieser 
Gleichungen für c^.,.Cp den gemeinsamen Wert liefern, 
und die übrigen ä; wesentlichen Gleichungen 3?) wären dann 
von selbst erf üUt, also von den p ersten abhängig, was der 
Voraussetzung widerspricht, dafs sie zu den wesentlichen 
Gleichungen gehören. Das Vorige liefert zusammen den 

Satz lY?) Enthält das Gleichungssystem 3?), welches 
ausdrückt, dafs der allgemeine Integrand 
I. Gattung w' in jedem der Unstetigkeitspunkte 
y (p = l...r) einer Funktion t der Klasse zu 

derselben Ordnung n^ verschwindet, zu der t 

daselbst unstetig wird, genau x überzählige 
Gleichungen, so ist t eine Funktion I. oder 
U. Gattung, je nachdem 

q — x<[/> oder q — x=/) 
ist. 
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Aus dem Beweis des Satzes lU?) ergiebt sich noch ein. 
wichtiges Resultat. Bedeutet wieder % irgend eine Funktion 
der Klasse, die in den Punkten ^i • • • y^ • . • yr zu den Ord- 
nungen n^ . . . n^ • . . n^ unstetig wird, so dafs % die Gesamt- 

r 

Ordnung q = ^n^ besitzt, so läfst sich t, nach Satz III?), 
§ 28, darstellen in der Form : 

9?) ^=C + 2'K^e<^o,yp+-^«^%,y,) + ... 

wo die t (o, y ) definitiv normierte Integrale II. Gattung sind. 

Enthält nun das zum Punktsystem /i . . . y^ . . • /r gehörige 

Gleichungssystem 3?) dieses Paragraphen genau x ttber- 
zählige Gleichungen von der Form 4?) und q — x wesent- 
liche Gleichungen von der Form 5?), so bestehen zwischen 
den Rq die q — x Beziehungen 8?), in denen die x Gröfsen 

22^'*«) willktlrlich sind. Mit Berücksichtigung dieser Be- 
ziehungen 89) geht dann 99) über in 



109) T=c+2: ,, ::,,, [^(^-^o,^^ 



a=l (i"a — 1) ! 

fl-X 



worin nur noch x 4- 1 willkürliche Konstanten vorkommen, 
nämlich die x Gröfsen i2('*«) und die additive Konstante C. 



*« 



Der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck: 
11?) ^„ = tC«) (0, yO -'i?c„<, . <("«+/')(o, y„p 

(a = 1, 2 . . . x) 
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ist ein Integral U. Gattung, das, gemäfs den Eigenschaften 
der definitiv normierten ^tegrale U. Gattung, durch seine 
Unstetigkeitspunkte allein vollständig bestimmt ist, an den 
Querschnitten ax und q (A = 1 . . . p) den Periodizitätsmodul 
und an den Querschnitten bi(l = l . ..p) den Periodizitäts- 
modul : 

ß—l 

besitzt. Infolge der aus der Annahme von x tlberzähligen 
Gleichungen sich ergebenden Beziehungen 7 ?) ist aber dieser 
Periodizitätsmodul = . t^ (a = 1, 2 . . . x) ist also eine 
Funktion von z, die in T überall eindeutig ist, nur in einer 
endlichen Anzahl von Punkten zu endlicher Ordnung un- 
stetig wird und an den Querschnitten von V lauter ver- 
schwindende Periodizitätsmoduln hat, d. h. r^ ist eine 
Funktion der Klasse. Die Ordnung dieser Funktion ist, wie 
der Ausdruck 119) zeigt, höchstens =q — x-|-l. Dies 
giebt den 

Satz V?) Enthält das Gleichungssystem 3?), das 
einem Punktsysteme /i- ..//,•• »^r entspricht, 
in dem der Punkt y allgemein n^-mal vor- 
kommt, genau x überzählige Gleichungen, 
so läfst sich die allgemeinste Funktion r der 
Klasse, die in den Punkten yi-'-Yo^-Yr zu den 

Ordnungen w^^. . . w^ . . . n^ unstetig wird, dar- 
stellen in der Form: 



12?) T=C^2Jca 



.T, 



o> 



a=l 



worin die x-f-1 Gröfsen C,c^yC^.,.Cx die 
einzigen noch verfügbaren Konstanten sind, 
und Tj. . . T«. . . r^ Funktionen der Klasse be- 
zeichnen, die höchstens von der Ordnung 
q — x-f-1 sind, und deren Unstetigkeitspunkte 
dem Punktsysteme yi«. -y/,. . .yr angehören. 

Dieser Satz heifst der Riemann-Roch^sche Satz. 
Kiemann hat denselben bewiesen für q — x = p, d. h. für 
Funktionen II. Gattung, und aufserdem für einige spezielle 
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Fnnktionen L Gattang. Roch hat dann später den Satz auf 
Fanktionen L Gattung im allgemeinen ausgedehnt.*) 

An Satz Y?) schliefsen sich einige Folgerangen an. 

Folsrerung 1?) Die geringste Anzahl von verfügbaren 
Konstanten, welche die allgemeinste Funktion % der Klasse 
mit vorgeschriebenen Unstetigkeitspunkten noch besitzen 
kann, beträgt 2. — Es folgt dies daraus, dafs x ^ 1 ist. 

Folgrerungr 2?) Jede Funktion z der Klasse hat min- 
destens 2 ünstetigkeitspunkte. — Dieser schon frtlher be- 
wiesene Satz folgt hier daraus, dafs die Anzahl q — x der 
wesentlichen Gleichungen des Systems 3?) mindestens = 1 
sein mufs. 

Eine weitere Folgerung beruht auf einer Eigenschaft 
der Funktionen t^. Von diesen gilt nämlich der 

SfttZ YI?) Die X Funktionen r^ . . . r« . . . t^ der Klasse 
sind linear unabhängig, d.h. das lineare Aggregat 

in dem x^.,.x^ verfügbare Konstanten sind, 
kann nur dann sich auf eine Konstante redu- 
zieren, wenn alle x^ ,,.x^ gleich Null gesetzt 
werden. 

Beweis: Jedes Aggregat ^Xa.Ta ist zufolge 11?) von 

0=1 

der Form: 

jjxa . t^-^ (0, y,; - jjxa . 'i; c„, . t^^-'t?^ (0, y ) . 

In diesem Ausdruck sind nicht alle Ca/9= 0; sind aufser- 
dem auch nicht alle Xa = 0, so verhält sich die Funktion 
SxaTa der Klasse bezüglich ihres Unstetigwerdens wie 
folgt. Kommt einer der Punkte y^^ unter den Funkten y„^ 

vor, so sind jedenfalls, wie aus den Bemerkungen zu den 
Gleichungssystemen 4?) und 5?) dieses Paragraphen hervor- 
geht, die zugehörigen Ordnungen fia und ju^f^^ des ünstetig- 
werdens von einander verschieden; sind umgekehrt irgend 

•) Riemann, Ges. Werke, pag. 101, 111, 200, 203. 
Roch, Grelle's Jonmal, Bd. 64, pag. 372 ff. 
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zwei Ordnungen ^m« und f>ix+ß einander gleich, so sind sicher 
die Punkte y^^ und y^ß, in denen diese ünstetigkeiten gleicher 

Ordnung auftreten, von einander verschieden. Minuend und 
Subtrahend von IXaTa werden also nie in demselben Punkte 
zu derselben Ordnung unstetig; ebensowenig enthalten 
Minuend und Subtrahend, jeder für sich betrachtet, Glieder, 
die in demselben Punkte zu derselben Ordnung unstetig 
werden, und so etwa bei geeigneter Bestimmung der kon- 
stanten Gröfsen ä« sich heben könnten. Sind daher nicht 
alle a?e, (a = 1 . . . x) gleich Null, so ist auf jeden Fall Ixa . r„ 
eine Funktion der Klasse mit wirklichen Unstetigkeitspunkten, 
und daher keine Eonstante, w. z. b w. 

In 129) sind noch x-|-l willkürliche Konstanten vor- 
handen. Dieselben lassen sich dazu benutzen, um der 
Funktion t, deren ünstetigkeitspunkte festgelegt sind, noch 
eine Anzahl Nullpunkte aufzuprägen. In dieser Beziehung 
gilt der 

Satz YII!^) Verfügt man über die x + l willkürlichen 
Konstanten C,c^,..Cy, in 12?) so, dafs r in x be- 
liebigen (getrennt oder vereinigt liegenden) 
Punkten ß^,..ßy, verschwindet, so sind dadurch 
die übrigen q — x Nullpunkte von t im all- 
gemeinen eindeutig bestimmt, d. h. t ist dann 
im allgemeinen vollständig bestimmt bis auf 
einen konstanten Faktor.*) 



Beweis : Soll t = C -|- ^c« t« in den Punkten ß^,..ßx 

verschwinden, so müssen C,c^...Cx bestimmt werden aus 
den X Gleichungen: 



13?) 



^Ca . Ta ißi) = C', 



a=l 



X 



^Ca.Ta (ßx) = C. 



a = 



*) Bost, Theorie der Biemann^schen Thetafnnktion, pag. 25. 

Landfriedt, Theorie d. algebr. Fankt. 16 
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Ist die Determinante 

^i(A)..-^x(/JJ 

14?) D = 



'^l ißx) '"'^x ißx) 



dieser Gleichungen nicht für jede Wahl der x Punkte ß^,..ßx 
identisch Nnll, so bestimmen die Gleichungen 13?) die Eo* 
effizienten c^ . . . c« sämtlich proportional zu C, und der Satz 
ist bewiesen. — In der Fläche T grenzen wir x Bereiche 
Kj^...Kk ab, von denen keiner einen der Punkte y^ . . . y^ . . . /r 

enthält. Wäre nun D = für irgend welche x je in den 
Bereichen K^ • . . iCe angenommenen Punkte /?,... ßxj so 
würde D als Funktion des variabelen Punktes ß^ für jeden 
innerhalb des Bereiches K^ gelegenen Punkt ß^ Null sein, 
wie auch die x — 1 Punkte ß^.,.ßx innerhalb der Bereiche 
K^ . , .Ktc angenommen sein mögen, und es müfsten dann 
auch, wegen der Linearunabhängigkeit von Tj . . . t^j alle 
Unterdeterminanten (x — l)-ter Ordnung von t^ (ß^) ...v^ (ß^) 
in D Null sein für beliebige Lagen der Punkte ß^. . .ßx 
innerhalb ihrer Bereiche. Wiederholt man diese Betrachtungen 
für die zu x^ (ß^) gehörige Unterdeterminante von i>, und 
fährt man so fort, so erhielte man schliefslich das Resultat, 
dafs Txiz) für jeden im Bereiche K^ gelegenen Punkt z=ßxj 
und also auch für jeden Punkt von T den Wert Null hat. 
Letzteres ist aber unmöglich. — Es lassen sich also auf 
jeden Fall innerhalb der Gebiete K^ . . .K^ Punkte ß[...ßx 
so auswählen, daft D nicht Null ist, wenn man ß^=ßl... 
ß^ = ß'^ werden läfst. 

Da aber D als Funktion von ß^^ ...ßx betrachtet für 
ß^=z ß'j^, . . ßy^^ ßl stetig ist, so lassen sich in T x Gebiete 
L^... Lx so abgrenzen, dafs D von Null verschieden ist, 
wie auch die x Punkte ß^. .. ßx in den entsprechenden Ge- 
bieten gewählt werden mögen. — Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Werden die x Nullpunkte ßi . . . ßx in spezieller Lage 
angenommen, so kann es vorkommen, dafs die übrigen 
q — X Nullpunkte von t durch die Annahme von ß^. . . ßx 
nicht eindeutig bestimmt sind. Auf diesen Ausnahmefall, 
der, wie wir gleich hinzufügen wollen, stets und nur dann 
eintritt, wenn das Gleichungssystem 13?) überzählige 
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Gleichongen enthält, hat zuerst Herr Rost hiogewiesen 
(siehe die Abhdlg.: Theorie d. Siem. i^-Funktion, pag. 63, 
Amnerkg. 6?). 

Für die Zahl x, die in den Betrachtungen dieses Para- 
graphen eine ausschlaggebende Bolle gespielt hat, führen 
wir eine Bezeichnung ein: wir nennen, mit Christoffel, 
die Zahlx den Übers chufs des Punktsystems yi...yp...yr 
der Klasse.*) Dieser Überschufs ist nach Satz III?) 
stets !> 1. 

Das Punktsystem ^i • . . n • • • /r» welches das System 
der Unstetigkeitspunkte der Funktion t der Klasse bildet, 
ist nicht das einzige Punktsystem der Klasse, dem der 
Überschufs x zukommt. — Wie wir früher (Satz VI?) § 12) 
bewiesen haben, nimmt die Funktion t von der Ordnung 

q = ^ n jeden beliebigen Wert K in einer Gruppe von 

q getrennt oder vereinigt liegenden Punkten von T an. 
Den oo-vielen möglichen Werten von t entsprechen so in 
T oo-viele Gruppen von je g Punkten; je zwei dieser Punkt- 
systeme nennen wir äquivalente Punktsysteme, und die 
Gesamtheit aller oo-vielen Punktsysteme dieser Art die 
zur Funktion % gehörigen äquivalenten Punkt- 
systeme. Sind 6j . . . «ö • . . «g und d^. . .da * * -8q irgend 
2 solche Systeme, in denen die Funktion r der Klasse den 
Wert a resp. h annimmt, so sind diese Punktsysteme die 

Null- und Unstetigkeitspunkte der Funktion ^ der 

T 

Klasse und sind daher verbunden durch die Gleichung des 
Aberschen Theorems für Integrale I. Gattung, die sich in 
der Form der Kongruenz: 

15?) 2J^{^a)^ iw{ö,), 

schreiben läfst, wo das Kongruenzzeichen ^ ausdrückt, dafs 
die zwei Seiten von 159) einander gleich sind bis auf ein 
System zusammengehöriger Periodizitätsmoduln von w. 



*) Herr Rost nennt die Differenz q — x den Bang des Punkt- 
Bystems yi • . . /« • . . /r. — Wir halten an der Christofferschen Be- 
zeichnung fest, weil sie uns natürlicher erscheint. 

16* 
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Die Null- und Unstetigkeitspunkte einer Funktion der 
Klasse bilden äquivalente Punktsysteme ; berücksichtigt man 
daher, dafs die Funktion t — a, wo a eine beliebige Kon- 
stante bedeutet, dieselben Unstetigkeitspunkte y^ • • . y/> • • • y»- 
hat wie r selbst, so können wir den Satz VII?) auch aus- 
sprechen, wie folgt: 

SfttZ Yllr) Besitzt das Punktsystem /i . . .n . . .^r, in 

dem der Punkt y^ allgemein w^-mal vorkommt, 

den Übersehufs x, so können für die Bildung 
eines mit ihm äquivalenten Punktsystems 
X Punkte beliebig gewählt werden; durch die- 
selben sind die übrigen q — z Punkte im allge- 
meinen eindeutig bestimmt. 

Berücksichtigt man ferner, dafs, wenn z die allge- 
meinste Funktion der Klasse ist, die in den Punkten 
y^ . . . y^ . . . yr zu den Ordnungen w^ . . . n . . . w^ unstetig 

wird, und ß^ . , . ßa. .. ßq resp. ö^ . . . (J^ . . . <Jg die zwei 
Systeme von je q getrennt oder vereinigt liegenden Punkten 
bezeichnen, in denen t die beliebigen Werte b resp. d an- 

nimmt, die Funktion — die allgemeinste Funktion der 

Klasse ist, die in den Punkten d^ . . . cJ^ . . . (J^ unstetig wird, 
so sieht man ein, dafs Satz VlI^^) sich auch in der allge- 
meinen Form aussprechen läfst: 

SfttZ YIIv) Besitzt das Punktsystem d^.. .da. - . dqj in 
dem die Funktion t der Klasse irgend einen 
Wert d annimmt, den Übersehufs x, so können 
für die Bildung eines mit ihm äquivalenten 
Punktsystems X Punkte beliebig gewählt werden; 
durch diese sind die übrigen q — xPunkte im 
allgemeinen eindeutig bestimmt. 

Dieser Satz läfst sich umkehren: 

Satz Vlir) Können für die Bildung eines mit dem 
Punktsysteme d^..,da,..6q äquivalenten Punkt- 
systems x Punkte beliebig gewählt werden, und 
sind dadurch die übrigen q — x Punkte im all- 
gemeinen eindeutig bestimmt, so hat das System 
d^ . ..da. ..dq den übersehufs x. 
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Beweis: Hätte das System ö^...öa*..dq den von x 
verschiedenen Überschufs x^, so könnten zur Bildung eines 

mit ihm äquivalenten Punktsystems Xj C^^) Punkte be- 
liebig gewählt werden, und durch diese x, Punkte wären 
die übrigen q — Xj Punkte im allgemeinen eindeutig 
bestimmt, was der Voraussetzung widerspricht. 

Hieran schliefst sich der weitere, wichtige Satz: 

SfttZ W^ Äquivalente Punktsysteme haben den- 
selben Überschufs. 

Beweis : Angenommen, irgend eines der zu r gehörigen 
äquivalenten Punktsysteme, etwa das System t^ ...€<,•. • ««j? 
habe den Überschufs x. Ftlr die Bildung irgend zweier mit 
«j . . . Ca • • • ßg äquivalenter Punktsysteme ß^ , . , ßa » . . ßq und 
dj . . . d\, . . . dq können dann nach Satz VH^J^) je x Punkte 

beliebig angenommen werden, wodurch die übrigen q — x 
Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. Da aber 
auch ß^. , .ßq und d^ . . ,dq mit einander äquivalent sind, so 
folgt aus Satz VHI?), dafs jedes dieser zwei beliebigen 
Systeme den Überschufs x hat. — Damit ist der Satz be- 
wiesen. 

Besitzt das System y^ ... y^ ... y^ der Unstetigkeits- 

punkte einer Funktion r der Klasse von der Ordnung q 
den Überschufs x, so haben nach dem letzten Satze alle 
00 - vielen mit einander und mit y^ . . . yr äquivalenten 
Systeme von je q getrennt oder vereinigt liegenden Punkten 
von Tj welche den oo- vielen möglichen Werten von t ent- 
sprechen, denselben Überschufs x. Aus diesem Grunde nennen 
wir die Zahl x, die wir zuerst als Überschufs des Systems 
^1 •••//>••• yr der Unstetigkeitspunkte von t bezeichnet 

ST •• 

hatten, auch wohl den Überschufs der Funktion r. — 
Aus dem Vorigen ergiebt sich zugleich, dafs die Funktionen 

T, r — a, =— denselben Überschufs haben. 

Zum Schlüsse noch einige Bemerkungen. — Ist t eine 
Funktion I. Gattung vom Überschusse x, und ist keiner der 
in den wesentlichen Gleichungen 5?) auftretenden Punkte 
yjtß {ß =1 .. .q — x) identisch mit einem der Punkte y^^ 
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(a = 1 . . . x) in den überzähligen Gleichungen 4?), so nennen 
wir die q — x Punkte y;ri..-y«^_^ die wesentlichen, 
die X Punkte y»i«-'yv^ die notwendigen Punkte des 
Systems ^i • . . y/, . • . /r » ^nd diese Trennung der wesent- 
lichen Punkte von den notwendigen ist unter den obigen 
Voraussetzungen immer möglich. Namentlich ist die Scheidung 
der Punkte y^ . . . y^ • • • /r in wesentliche und notwendige 
stets möglich, wenn alle diese Unstetigkeitspunkte von t 
von der Ordnung 1 sind. — Durch Angabe der wesentlichen 
Punkte sind die notwendigen völlig bestimmt. 

Sind Punkte y^^ identisch mit Punkten y^^, so ist unter 

Umständen eine solche Trennung der Unstetigkeitspnnkte 
von T in wesentliche und notwendige nicht mehr möglieh. 
Dieses trifft stets zu, wenn im hyperelliptischen Falle (siehe 
Kapitel V) eine Funktion I. Gattung in einem Verzweigungs- 
punkte a der zweiblättrigen hyperelliptischen Fläche T zu 
einer höheren als der zweiten Ordnung verschwindet. Be- 
trachtet man z.B.*) die Funktion I. Gattung {z — «)-«, wo 
1<C9^P — 1 ist? so zerfällt das zugehörige Gleichungs- 
system 39) in die wesentlichen Gleichungen: 

w' (a) = 0, w(^){a) = 0, . . . w7(2«-i) (^^ = q, 

und die q notwendigen Gleichungen : 

M7"(a) = 0, w^^\a) == 0, . . . w?^23)(a) = o. 

Eine Scheidung der Unstetigkeitspunkte in q wesentliche 
und q notwendige ist jedoch unmöglich. Ist nämlich q un- 
gerade, so zieht das g'-malige Verschwinden von iv' in a 
nur ein einmaliges weiteres Verschwinden von w* in a nach 
sich; ist q gerade, so folgt aus der Annahme, dafs w^ zur 
Ordnung q in a verschwindet, nicht noch ein weiteres Ver- 
schwinden von w' in diesem Punkte. 

Die allgemeine, genaue Charakterisierung der Fälle, in 
welchen eine Trennung der Punkte eines Punktsystems 
I. Gattung in wesentliche und notwendige nicht mehr mög- 
lich ist, steht zur Zeit noch aus und fordert eingehendere 
Untersuchungen . 



♦) Rost, 1. c. pag. 63, Anm. 4. 
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§ 30. Fnnktionen erster Gattung. 

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dafs die 
Fnnktionen L Gattung, die wir zunächst definiert hatten 
als Funktionen, die sich als Quotient zweier Integranden 

I. Gattung darstellen lassen, auch dadurch charakterisiert 
werden können, dafs für jede solche Funktion die Un- 
gleichheit : 

1?) q — ^<ip 

besteht, wenn x den Uberschufs dieser Funktion bedeutet. 
— Im Folgenden sollen die wichtigsten aus diesen beiden 
Definitionsformen sich ergebenden Eigenschaften der Funk- 
tionen I. Gattung abgeleitet werden. 

SStZ P) Die Ordnung q einer Funktion I. Gattung 
ist höchstens gleich 2p — 2. 

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar daraus, dafs ein 
Integrand I. Gattung aufser den allen Integranden I. Gattung 
gemeinsamen, im Unendlichen gelegenen Nullpunkten, nur 
noch 2 p — 2 im Endlichen gelegene weitere Nullpunkte 
erster Ordnung besitzt. 

Aus Satz I?) folgt, dafs Funktionen der Klasse von der 
Ordnung q^2p — 2 notwendig Funktionen II. Gattung sind. 

Dafs es wirklich Funktionen I. Gattung von der höchsten 
erreichbaren Ordnung q = 2p — 2 giebt, beruht auf 
folgendem Satze über Integranden I. Gattung: 

SfttZ n?) Aufser den n im Unendlichen gelegenen 
Nullpunkten zweiter Ordnung, die allen In- 
tegranden I. Gattung gemeinsam, sind, giebt es 
keinen weiteren Punkt von T, der Nullpunkt 
aller Integranden I. Gattung sei. 

Beweis: Gäbe es unter den 2p — 2 im Endlichen ge- 
legenen Nullpunkten des allgemeinen Integranden I. Gattung 

einen allen Integranden L Gattung, also auch den Normal- 
integranden w'i . . . Wp gemeinsamen festen Nullpunkt b erster 
oder höherer Ordnung, so würde das Normalintegral 

II. Gattung t (o, e), das nach Früherem am Querschnitte bx 



\ 
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den Periodizitätsmodul — 2ux{€) besitzt, in T lauter ver- 
schwindende Periodizitätsmodnln haben, also eine Funktion 
der Klasse sein, die nur in einem einzigen Punkte von T, 
und zwar zur ersten Ordnung, unstetig wird. Funktionen 
dieser Art sind aber fttr ^ > unmöglich. 

Aus Satz II?) folgt sogleich, dafs man zwei Integranden 
I. Gattung w{ und W2 stets so bestimmen kann, dafs keiner 
der im Endlichen gelegenen Nullpunkte von w[ mit einem 
der im Endlichen gelegenen Nullpunkte von 1172 zusammen- 
fällt. Denkt man sich dies ausgeführt, so ist der Quotient 

— \- eine Funktion I. Gattung von der Ordnung 2 p — 2. 

Ein Punktsystem I. Gattung von der Ordnung 2 p — 2 
nennen wir ein vollständiges Punktsystem I. Gattung.*) 

Beispiel: Enthält eine Funktion r der Klasse von der 
Ordnung q = 2p — 2 p oder mehr verfügbare Konstanten, 
von denen eine additiv ist, so hat diese Funktion nach dem 
Biemann-Roch'schen Satze den Uberschufs 

X ^p — 1. 
Es ist daher 

9 — ^<P—h 

d. h. T ist eine Funktion I. Gattung. 

An Stelle der Ungleichheit 19) schreiben wir von hier 
an die Gleichung: 

2?) q—yc = p — X—l, 

wo l eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, ... p — 2 bedeutet* 
Ist nun das System ^i . . . y^ . . • /r, das den Punkt y all- 
gemein n^-mal enthält, das System der Unstetigkeitspunkte 
einer Funktion t I. Gattung vom Überschusse x und der 

r 

Ordnung q = ^n^, so bestimmen die q — x = p — l — 1 

wesentlichen Gleichungen 5?) des vorigen Paragraphen nur 

p — A — 1 von den p Koeffizienten c^..,Cp des allgemeinen 

p 
Integranden L Gattung w?' = ^ c^ i/jj^ ; A + 1 von diesen 



fii 



•) Christoffel: BrioscM»s Annalen, Serie II, Bd. IX. Febr. 1878. 
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Koeffizienten bleiben also willkürlich, und durch sie drücken 
sich die andern aus. Dies giebt den 

SStZ III?) Hat ein Punktsystem I. Gattung yi...yo...yry 
das den Punkt y^ allgemein w -mal enthält, die 
Ordnung q = In^ und den Überschufs x, und ist 

q — x = p — X — 1, 

so reduziert sich der allgemeine Integrand 
I. Gattung, der in jedem Punkte y^ zur ent- 
sprechenden Ordnung n^ verschwindet, auf 
die Form: 

3?) w'= c^,u[ -{-.,.-{- C;.4.i . wi^.1, 

wo c^..,cx^i verfügbare Konstanten sind, und 
w'i...Mi+i linearunabhängige Integranden I. Gat- 
tung bezeichnen, die alle in jedem Punkte y^ 
zur Ordnung n verschwinden. 

Die q — yt=p — l — 1 wesentlichen Gleichungen 5?) 
des vorigen Paragraphen reichen also nicht aus zur voll- 
ständigen Bestimmung des allgemeinen Integranden I. Gat- 
tung. Dieser letztere ist, nachdem man ihm die Punkte 
y, ...y^...yr als Nullpunkte von den Ordnungen n^.,,n ...Ur 

aufgeprägt hat, erst dann bis auf einen konstanten Faktor 
bestimmt, wenn man ihm noch weitere l von einander un- 
abhängige Bedingungen auferlegt. Aus diesem Grunde 
nennen wir, mit Christoffel, die Zahl l den Defekt des 
Punktsystems I. Gattung y^- - -yo » - -yv 

Ist die Funktion t L Gattung von der Ordnung 
q=2p — 2, und bezeichnet x den Überschufs, X den Defekt 
des Systems yj^-,.y2p^2 ihrer Unstetigkeitspunkte, so giebt 
es nach Satz III?) A -|- 1 linearunabhängige Integranden 
I. Gattung, die alle in diesen Punkten verschwinden. Wäre 
nun A > 0, so gäbe es mindestens zwei linearunabhängige 
Integranden I. Gattung w[ und wi mit denselben 2 p — 2 

toi 

Nullpunkten im Endlichen; der Quotient — r wäre dann 
eine Funktion I. Gattung, die in T nirgends unstetig wird^ 
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also eine Konstante, d. h. die zwei Integranden w[j W2 waren 
nicht linearunabhängig. Die Annahme i > f tlhrt daher 
auf einen Widerspruch. — Hat demnach eine Funktion 
I. Gattung die Ordnung q = 2p — 2, so ist ihr Defekt A = 
und ihr Überschuf s x=p^-l. Hieraus folgt sogleich: 
schreibt man dem allgemeinen Integranden I. Gattung w' 
irgend p — 1 Nullpunkte vor, so sind dadurch die übrigen 
p — 1 Nullpunkte im allgemeinen eindeutig bestimmt, und 
nur dann nicht eindeutig bestimmt, wenn sich unter den 
Gleichungen, die ausdrücken, dafs der Integrand in den 
p — 1 ersten Punkten Null wird, überzählige befinden. Ein 
Beispiel hierzu findet sich bei Herrn Rost. 1. c. pag. 63, 
Anmerkung 7. 

Hat eine Funktion I. Gattung t = -4 mit den ünstetig- 

keitspunkten yi"-yq, von denen auch mehrere identisch 
sein können, die Ordnung q<^2p — 2, so besitzt der 
Nenner w[ aufser y^» * -yq noch weitere q' = 2p — 2 — q 
Nullpunkte 

was wir kurz dadurch andeuten, dafs wir schreiben: , 

w[ = w[ (o; /i . . . y^; «1 . . . ««')'. 

Das Punktsystem €^,..€q , das y^- . -yq zu einem voll- 
ständigen ergänzt, möge ein zum System y^ ---yq komple- 
mentäres Punktsystem heifsen. Bezeichnet man ferner die 
Nullpunkte von t mit (J^ . . . (5^, so dals 

W2 (O; (Jj . . . (JgJ €^ . . . fig') 

ist, so nennen wir die zwei Punktsysteme yi -- -yq nnd 
ö^,,.öq, welche dasselbe komplementäre Punktsystem be- 
sitzen, korresiduale Punktsysteme. Für dieselben gilt der 

SstZ lY?) Korresiduale Punktsysteme haben gleichen 
Überschufs und gleichen Defekt. 

Beweis: Dals die zwei korresidualen Punktsysteme 
71 - " yq ^^^ ö^. . .öq denselben Überschufs haben, folgt 
direkt aus Satz 1X9) des vorigen Paragraphen. — Dafs ihre 
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Defekte k nnd ^ einander gleich sind, ergiebt sich ohne 
weiteres ans den beiden Beziehungen: 

q — x = p — k — 1, 
} — ü = p — Aj — 1. 

Nach diesem Satze haben alle znr Funktion I. Gattung 
T gehörigen äquivalenten Punktsysteme denselben Über- 
schnfs X und denselben Defekt k: wir nennen deshalb auch 
kurz T eine Funktion I. Gattung mit dem Uberschufs x und 
dem Defekt L Jede mit t in einer lineo-linearen ßelation 

stehende Funktion a= — '- — 3l_ — ^ wo-4, ÄC Konstanten 

bedeuten, ist ebenfalls eine Funktion I. Gattung mit dem 
Uberschufs x und dem Defekt X. 

Wir betrachten nun auch das zu ^i . . . y^ komplemen- 
täre Punktsystem 6^ . . . 6,' . Von diesem Systeme wissen 
wir nicht von vornherein, ob es ein Punktsystem der Klasse 
ist oder nicht; wir können von ihm zunächst nur das eine 
sagen, dafs es jedenfalls einen Defekt besitzt, für den vor- 
erst auch der Wert in Aussicht zu nehmen ist, dafs es 
also, wenn es ein Punktsystem der Klasse ist, jedenfalls ein 
Punktsystem I. Gattung ist, und dafs es dann und nur dann 
ein Punktsystem der Klasse ist, wenn es einen von Null 
verschiedenen Uberschufs besitzt. — Führen wir nun zur 
Untersuchung des Systems c^ . . . e^' seinen Uberschufs x' und 
seinen Defekt k' als Unbekannt ein, so ergiebt sich eine 
wichtige Beziehung zwischen x und k einerseits und x' und 
X* andererseits. 

Denkt man sich nämlich den Nenner w[ von t so be- 
stimmt, dafs er in den Punkten y^- » *yq verschwindet, so 
bleiben nach Satz III 9) noch k Nullpunkte von w[ zur Ver- 
fügung. Wählen wir diese beliebig, so sind dadurch die 
übrigen q' — k Nullpunkte von w[ im allgemeinen eindeutig 
bekannt. Diese k willkürlichen Punkte seien so gewählt, 
dafs das zu y^ -- -yq komplementäre System «^ . . . €q' ent- 
steht. Soll nun T nur die Ordnung q besitzen, so muls 
auch der Zähler t/?2 so bestimmt werden, dafs er in den 
nämlichen Punkten €j . . . €f^' verschwindet. Da aber das 
System e^ ... €q' den Defekt k' besitzt, so ist w?2 dadurch, 
<iafs man ihm die Punkte e^^ ... €q' als Nullpunkte aufprägt. 



252 IV. Funktionell und Punktsysteme der Klasse. 

noch nicht vollkommen bestimmt, sondern es bleiben noch 
X Nullpunkte von w\^ also ebenso viele Nullpunkte von t 
zur Verfügung. Nach dem Riemann-Roch'schen Satze 
bleiben aber, wenn man einer Funktion % mit dem Über- 
schusse X die Unstetigkeitspnnkte aufgeprägt hat, nocli 
X Nullpunkte von % zur Verfügung. Es ist daher: 

5?) A' = x. 

Aus den Beziehungen: 

q — x==p — A — 1, 
3' — x' = p — A' — 1, 

? + ?' = 2p-2, 

in denen, wie eben bewiesen, V = x ist, folgt dann noch,, 
wie eine leichte Rechnung zeigt: 

60) A = x'. 

Dies giebt den 

SfttZ T?) Hat das Punktsystem L Gattung y^-'-yq: 
{q<C2p — 2) den Überschufs x und den Defekt A, 
so hat das zu ihm komplementäre Punktsystem 
€^...€q', {q'-\-q = 2p — 2) den Überschufs l und 
den Defekt x. 

Dieser Satz, aus dem noch folgt, dafs das System 
€j. . . €q' dann und nur dann ein Punktsystem L Gattung ist^ 
wenn der Defekt X des Systems ^i • • • y« > 1 ist, ist 
identisch mit dem sogenannten Reciprozitätsgesetz der 
Herren Brill und Nöther.*) Aus 5?) und 69) lassen sich 
nämlich ohne Mühe die Relationen 

q — 2 X == g'' — 2 x', 

q^2l = q-\-2l' 

m 

ableiten, welche ausdrücken, dafs jedes zu ^i . . . y^ kom- 
plementäre Punktsystem umgekehrt wieder das System 
y^. > -yq zum komplementären Punktsystem hat. 



Brill u. Nöther, Matth. ann. Bd. VII. 
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§ 31. Fanktionen zweiter Gattung. 

p 
Verschwindet der allgemeine Integrand w'= ^ Cfj^u'a 

identisch, wenn man ihm die Bedingung auferlegt, in den 
Unstetigkeitspunkten y (^ = 1 . . . r) einer Funktion t der 

Klasse jedesmal zu derselben Ordnung n zu verschwinden, 

zu der t in y unstetig wird, so heifst r, nach Früherem, 

eine Funktion 11. Gattung. Nach § 29, Satz IV?), ist diese 
Definition nichts anderes als der Ausdruck dafür, dafs für 
jede Funktion t IL Gattung 

19) q — x=p 

ist, wenn q die Ordnung und x den Uberschufs von t be- 
zeichnet. 

Da x^l ist, so folgt aus 1?) unmittelbar: 

SftfZ I?) Die niedrigste Ordnung 9, zu der es 
Funktionen zweiter Gattung geben kann, ist 

q = p-{-l. 

Hieraus und aus Satz 19) des vorigen Paragraphen er- 
giebt sich : Funktionen der Klasse, deren Ordnung q <dp -\- 1 
ist, sind Funktionen I. Gattung ; Funktionen, deren Ordnung 
q^2p — 2 ist, sind Funktionen 11. Gattung. Für p = 2 
z. B. ist 2p — 2 =pj p-\-l = S. Für j9 = 2 sind daher alle 
etwa existierenden Funktionen von der Ordnung 2 Funktionen 

I. Gattung, alle Funktionen, deren Ordnung gröfser als 2 
ist, Funktionen 11. Gattung. 

Weierstrafs hat (in Vorlesungen von 1869 an) die 
in Satz 19) nachgewiesene Minimalordnung von Funktionen 

II. Gattung zur Definition des Geschlechtes p benutzt. 

Es sei nun wieder /i ...//,... /r das System der Un- 
stetigkeitspunkte einer Funktion r IL Gattung n^ . . . n^ . . . n^ 
die zugehörigen Ordnungszahlen, und 

29) w(^-^^\y^J=0,.. .M;("-+^)(y,p=0,. . . wi^-+pXy„^) = 

die wesentlichen Gleichungen des zum System yi...yo--'yr 
gehörigen Gleichungssystems 39) des § 29. Es lassen sich 
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dann Integranden I. Gattung nachweisen, die dem System 2 ?) 
in eigentümlicher Weise zugeordnet sind. 

Da die Gleichungen 2?) von einander unabhängig sind, 
lassen sie sich auch erfüllen, wenn wir auf der rechten 
Seite die Null durch beliebige Eonstanten ersetzen, d. h. die 
KoefiSzienten c^.-.Cp von w'= ZCfj^u'f^ lassen sich so be- 
stimmen, dafs die p Gleichungen : 

3?) w(^^-\-ß)(y„^) = A^ (ß=l,2...p) 

erfüllt sind, wo -4^^. . . ^^ . . . ^p willkürliche Konstanten be- 
deuten. Bezeichnet man die Determinante dieser p 
Gleichungen mit ^, so ergiebt sich: 

4?) c^ = Bi^. A^-^B2fi.A^-\- . . .-{-Bßfj, . Aß-\- . . . + Bpfi . Apy 

{ß = l,...p) 
worin allgemein: 

ist, und J^ifj^ die zu u(^^^+f^\y„) gehörige Subdeterminante 

von J bezeichnet. Setzt man diese Werte von c^ G" = 1 . . . p) 
ein, so wird w' lineare und homogene Funktion der p 
Konstanten A: 



5?) S?,= -^ 



P P P 

w*(ö)=A^.2jBif,.u^'}'A^.2^B2f^.u^-{-...-{-Ap.^Bpf^.u'f,j 
oder 



p p 

a=l u = l 

d. h. 

69) w\o) = 2J^o>U:,{o), 



wo 

7?) U'a{o) = J^B,^.u'^{o) 

ist. 



P 

l 

u=l 



Da nun nach 39) 



p 



a = l ' 
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ist, so folgt aus dem Umstände, dafs A^ ...Ap willkürliche 
Eonstanten sind: 

1 C/^+^)(y,p = 0, für a^ß. 

Mit Hilfe dieser p linear unabhängigen Integranden U^ läfst 
sich, für den Fall einer Funktion t U. Gattung, die in 
§ 29, 12?) gegebene Darstellung einer Funktion r der Klasse 
etwas umformen. Berücksichtigt man nämlich, dafs nach 
6?) dieses Paragraphen: 

a=l 

ist, so folgt aus 6?) des § 29: 

d. h. nach 39) 

Jjcaß.A^= J:A,.U^/-\y,^). 

Da die Konstanten A^. . .Ap willkürlich sind, so folgt 
schliefslich allgemein 

9?) c,ß=U^-^(rrJ, für /?=l,2...p), 

und die in 12?), § 29 auftretenden Funktionen r« der Klasse 
nehmen die Form an: 

10?) r^ = t^''^^ {oyy.J-J:^ c^^'C^'O-^^^+^^CyV- 

Sind namentlich die Unstetigkeitspunkte von t alle von der 
ersten Ordnung und bezeichnet man die Punkte y^^ kurz 

mit y«, die Punkte y„^ mit y^, so ist 

11?) T« = ^(o,y„)-2'. U^(ra).t{o,yß). 

Ist hierin y« kein Nullpunkt von U^ (ß = 1 . . , p), so ist t« 
eine Funktion der Klasse von der niedrigsten bei Funktionen 
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n. Gattung möglichen Ordnung p + 1, und zwar hat, wie 
11?) zeigt, Ta im Punkte y« da8 Residuum 1, im Punkte y^ 
das Residuum — £^/5(ö). 

Funktionen dieser Art hat zuerst Weierstrafs ge- 
bildet, um dann von ihnen aus zu den Integranden I. Gattung 
zu gelangen. 



§ 32. Die Fälle p = und p = l. 

Gemäfs der Definition der Funktionen 1. Gattung als 
Quotienten zweier Integranden I. Gattung sind f tlr jp = 
und p = l keine Funktionen I. Gattung möglich. Grund- 

8,zJ = vom Geschlechte p = oder p=^l 
liefern also nur Funktionen II. Gattung. 

19) pz=0: Die Klasse der Funktionen, die zu einer 
Grundgleichung vom Geschlecht jp = gehören, enthält nach 
Satz in?) § 19 keinen Integranden I. Gattung und liefert 
daher auch kein Integral I. Gattung. Dagegen giebt es für 
p = immer noch Integrale U. Gattung, und die früher 
gegebene Ableitung derselben zeigt, wie man bei gegebener 
Grundgleichung ein solches Integral t (o, e) bilden kann. 
Für p = besitzt aber t{o,s) keine Periodizitätsmoduhi 
mehr, da die Riemann'sche Fläche T für p = ohne Quer- 
schnitte einfach zusammenhängend ist. t (o, e) ist also für 
^ = eine algebraische Funktion der Klasse von der Ord- 
nung 1 und dem Residuum 1 im Unstetigkeitspunkte £. 

Bezeichnen wir dieses Integral kurz mit a, so besteht 
nach Satz 1?) § 13 zwischen a und einer beliebigen Funktion 
T der Klasse von der Ordnung q eine algebraische Gleichung 
von der Form: 

t{t, a) = 0] 

jede Funktion t der Klasse ist also rationale Funktion von 
ü, und dies gilt auch von der ursprünglichen unabhängigen 
Variabelen z. Bildet man daher das Integral der Klasse 
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fio ist 



J=\R{a).da, 



wo R (o) eine rationale Funktion von a bezeichnet. — Die 
Theorie der Funktionen der Klasse p = und ihrer Integrale 
ist somit nichts anderes als die Theorie der rationalen 
Funktionen einer Variabein und ihrer Integrale. 

n?) p = 1 : Ist die zur irreducibelen Grundgleichung 

F V«, z) ^=0 gehörige ßiemann'sche Fläche T vom Geschlecht 
p = ly SO ist die Anzahl r ihrer Doppelpunkte gleich 

(m— l)(n— 1) — 1, 

und es existiert ein und nur ein auf ihr tiberall endliches 
Integral 

(n — 2 m — 2\ 
8 ,Z ) 




F' (s, z) 



dz. 



Dieses Integral ist eindeutig in der einfach zusammen- 
hängenden Fläche T', die sich ergiebt, wenn man in T ein 
Querschnittpaar a^b anlegt (Fig. 25a), wo noch an der 
Kreuzungsstelle F die Buchstaben a, /9, y analog wie in 
Fig. 33 hinzuzudenken sind, und besitzt in T' zwei konstante 
Periodizitätsmoduln 



w. 




7 
b 

ß 



dio^ Wg = 




a 

a 

ß 



dWy 



genau wie das Riemann'sche elliptische Integral I. Gattung. 

Jede Funktion t der Klasse ist, als Funktion von w 
aufgefafst, einwertig und doppelperiodisch mit den Perioden 
CO, und 0)^.*) Unter diesen Funktionen giebt es Funktionen 
von der niedrigsten Ordnung p -f- 1 = 2. Sei a eine solche. 
Dann ist a als Funktion von w von der Ordnung 2, und 

zwischen ihr und ihrer Ableitung a = —z — besteht nach 



•) Siehe Satz lo) g 48. 

Laadfriedt, Theorie d. algebr. Fankt. 
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bekannten Sätzen aus der Theorie der einwertigen, doppel- 
periodischen Fonktionen eine algebraische Gleichung von 
der Form: 

wo F^ eine ganze Funktion von a bezeichnet von einem: 
Grade, der die Zahl 4 nicht überschreiten kann. Es ist 
daher 

(Al.^ = A{a-a){o-ß){a-y){o-d), 

wo A eine positive Eonstante bedeutet, und a, ß, y, d Kon- 
stanten bezeichnen, deren Werte von einander verschieden 
sind. Hieraus ergiebt sich 

1 




V{a — a){a — ß){a—y){a-ö) ' 



das einzige für p = l existierende Integral I. Gattung hat 
also genau die Form des Biemann'schen elliptischen Inte- 
grals I. Gattung. 

Zu der Funktion a der Klasse von der Ordnung 2 
nehmen wir nun noch eine weitere Funktion S der Klasse 
von der Ordnung ft = 2v -\-lj wor eine ganze Zahl ^ 1 
sei. Zwischen a und Z besteht dann unter allen Umständen 
eine irreducibele algebraische Gleichung von der Form: 



Äs,i) = 



0. 



Die zu dieser Gleichung gehörige Kiemann'sche Fläche 7\ 
ist zweiblättrig und kann daher nur einfache Verzweigungs- 
punkte besitzen. Die Anzahl v dieser letzteren ist 

t, = 2p + 2(2 — 1) = 4. 

Die Fläche T^ ist also die Fläche der elliptischen Funk- 
tionen. Da andererseits die Klasse der rationalen Funktionen 
von 8 und z identisch ist mit der Klasse der rationalen 
Funktionen von S und a, so folgt: die Theorie des Falles 
p = 1 ist nichts anderes als die Theorie de Funktionen 
auf einer elliptischen Kiemann'schen Fläche, d. h. die 
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Theorie der einwertigen , doppelperiodisehen Funktionen 
einer Variabein. 

Beispiele: Folgende Gnmdgleichnngen gehören zum 
Geschlechte p=l: 

19) B^ = z{z — a)'^{z — ßY, 

2?) s^ = z{z — a){z — ß), 

39) s^ = z{^, — a){z — ß)z^Y), 

4?) 8*^ = z(z — a){z — ßy. 

Siehe £. Netto: Dissertatio: de transformatione aequa- 
üonis y«=:Ä(a?), Berlin (1870, Schade). 
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Kapitel V. 

Die birationalen Transformationen. 



§ 33. Definition der birationalen Transformationen. 

Die Sätze des § 139) geben Anlafs zur Einführung 
eines in der Theorie der algebraischen Funktionen sehr 
wichtigen Begriffes. 

Ist eine Funktionenklasse des Geschlechtes p definiert 
durch die irreducibele algebraische Gleichung 

1?) fC,") = o, 

so gelten für irgend zwei algebraische Funktionen S und Z 
der Klasse die Darstellungen: 

2?) S = Ä,(5,z), Z=R,{s,z), 

wo R^, R^ rationale Funktionen von s und z bedeuten. 

Sind aufserdem S und Z gegenseitig irreducibele (siehe 
§13) Funktionen von den Ordnungen ft und v, so besteht 
zwischen ihnen eine irreducibele, algebraische Gleichung 
von der Form: 



39) wiß, i) = , 



und es läfst sich jede Funktion der Klasse, also auch s 
und z selbst, darstellen in der Form 

4?) s = P,(.S,Z), ^ = P,(S,Z), 

wo Pj, P, rationale Funktionen von S und Z bezeichnen. 
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Diese Resultate lassen sich auch wie folgt aussprechen. 
Eliminiert man s und z aus 1?) mit Hilfe der rationalen 
Substitution 29), so ergiebt sich die Gleichung 3?) — 
Die Gleichungen 49) sagen dann weiter aus: die Substitu- 
tion 29) ist rational umkehrbar, d. h.: sund^; sind eben- 
falls rationale Funktionen von S und Z. 

Wir definieren nun: 
OGflnittOn. Eine Transformation (Substitution) 

worin R^^R^ rationale Funktionen von s und z 
bezeichnen, die so beschaffen ist, dafs umge- 
kehrt: 

s = P^{S,Z), z = P,{S,Z) 

ist, wo P^jP^ rationale Funktionen von S und 
Z sind, heifst eine birationale Transformation. 

Wir können daher auch sagen: die Grundgleichung 

(n in\ 
8, zj = geht durch die birationale Transformation 29) 

über in t{s,z) = 0. 

Diese transformierte (durch birationale Transformation 
erhaltene) Gleichung ¥=0 ist nichts anderes als die Be- 
dingung dafür, dafs die drei Gleichungen 

(n m\ 
s, z) = 0, 

2?) S — E^{s,z) = 0, Z—E,{s,z) = 

durch ein gemeinsames System von Werten s, z befriedigt 
werden können. Die dorch die Gleichungen 2".) definierte 
birationale Transformation umkehren, d. h. in die Form 

4?) « = P, (S, Z),z = P, (S, Z) 

bringen, heifst nichts anderes, als dies gemeinschaftliche 
Wurzelsystem SyZ der drei Gleichungen 19) und 29) be- 
stimmen. Dabei verdient es, hervorgehoben zu werden, dafs 
man das System dieser Werte s, -?, d. h. die Gleichungen 49), 
auf algebraischem Wege finden kann, ohne die Gleichungen 
19) und 29) wirklich aufzulösen (siehe etwa Salmon- 
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Fiedler, Höhere Algebra, pag. 110 ff.). £s können hierbei 
jedoch zwei Möglichkeiten anftreten. 

1?) 8 und z lassen sich nicht aas den Gleichungen 2?) 
allein als rationale Funktionen von S und Z darstellen, 
sondern nur unter Hinzunahme der Grundgleichung 

F (^«, z) == 0. Dies ist der gewöhnliche, allgemeine Fall. 

2?) « und z lassen sich aus den Gleichungen 2?) allein 
als rationale Funktionen von S und Z darstellen, ohne Hin- 
zunahme der Grundgleichung Pys^z) =^{S. In diesem Falle 
definieren die Gleichungen 2?) eine sogenannte Cremona- 
sche Transformation. 

Dals birationale Transformationen der letzten Art 
wirklich auftreten können, möge an einem speziellen Bei- 
spiele nachgewiesen werden. 

Beispiel:*) Es sei gegeben die Grundgleichung: 

+ 5»(^« + ;^+l) — 2^(^2 + ;5 + l) = 0, 
und die Transformationsgleichungen: 

2?) 8= .. /', . .Z=-' 



^2_^^_^1 ' 



a 



2 > 



WO a eine imaginäre dritte Einheitswurzel bedeutet. 

Die Funktion S der Belasse ist von der Ordnung 2; sie 
wird unstetig zur ersten Ordnung in den Nullpunkten von 

2:* -f- -2: -|- 1 = 0, und zwar jedesmal wie {z — €) ^, wenn 
6 den Wert von z im betreflfenden Nullpunkte von 
2:- -f" -2^ -f" 1 = bezeichnet. Die Funktion Z der Klasse ist 
von der Ordnung 3. 

Aus den Gleichungen 2?) ergiebt sich unmittelbar: 

^'^ S — Z^ ' S — Z^ ' 



*) Siehe Baker, Abelian Fanktions, pag 5 n. 6. 
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ohne HinzoDahme der Grundgleichung F=0. Die trans- 
formierte Gleichung laatet: 

Die Gleichungen 2?) definieren also eine Cremona'sche 
Transformation. 

Wendet man dagegen auf die obige Grundgleichung 
JF\8,z)=iQ die Transformationsgleichungen: 



«* ^ z 



an, so lassen sich diese Gleichungen nicht rational um- 
kehren ohne Hinzunahme der Gleichung i^= 0. 

Da nach Früherem die durch die Grundgleichung 

F \8, z) = definierte Klasse algebraischer Funktionen 
identisch ist mit der Klasse algebraischer Funktionen, die 

durch die Gleichung ^ \S, z) = definiert ist, so läfst sich 
die transformierte Gleichung y = ebensowohl als defi- 
nierende Grundgleichung der Klasse ansehen, wie die 
Gleichung F=0 selbst. Es wirft sich damit von selbst die 
Frage auf, ob es nicht möglich ist, durch birationale Trans- 
formationen Gleichungen ¥=0 zu erzielen, die möglichst 
einfach sind, z. B. in Bezug auf die Yielfachheit der auf- 
tretenden Verzweigungspunkte und Wurzelkoinzidenzen, oder 
in Bezug auf die Grade v und fi. Andererseits mufs auch 
untersucht werden, ob es für die durch die Gleichung 1?) 
definierte Funktionenklasse nicht vielleicht charakteristische 
Gröfsen und Funktionen giebt, die sich bei Anwendung einer 
birationalen Transformation nicht ändern, sich einer solchen 
Transformation gegenüber invariant verhalten. 

Von § 15 an haben wir bei allen unseren Unter- 
suchungen vorausgesetzt, dafs die definierende Grund- 
gleichung der Klasse nur eintache Verzweigungspunkte und 
von sonstigen vielfachen Punkten nur Doppelpunkte auf- 
weise. Die Berechtigung dieser Annahme gründet sich 
darauf, dafs es möglich ist, die Grundgleichung 19) durch 



L 
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biratioDale Transformationen so umzuformen, dafs nur noch 
einfache Verzweigungspunkte und gewöhnliche Doppelpunkte 
auftreten. Zum Beweise hierfür verweisen wir auf die 
Litteratur.*) 

Die übrigen vorhin aufgeworfenen Fragen sollen in den 
nächsten Paragraphen behandelt werden. 



§ 34. Die Invarianz des Geschlechtes p. 

Der Grundgleichung F\s^z) = {^ entspricht eine Riemann- 
sehe Fläche T, die sich n-blättrig über der -s-Ebene aus- 
breitet und die Verzweigungsart von « als Funktion von z 
darstellt; ebenso entspricht der durch die birationale Trans- 
formation 29) (§ 33) aus jP=0 hervorgegangenen trans- 
formierten Gleichung y' \S, Z)-=0 eine Riemann'sche Fläche 
Tj , die sich y-blättrig über der Z-Ebene ausbreitet und die 
Verzweigungsart von S als Funktion von Z darstellt. Durch 
die birationale Transformation 29) sind diese zwei Flächen 
T und 2\ so aufeinander bezogen, dafs jedem Punkte von 
T ein Punkt von T,, und jedem Punkte von T^ ein 
Punkt von T entspricht. Denkt man sich femer die 
Flächen von T und Tj als Riemann'sche Kugelflächen, so 
entspricht jeder unendlich kleinen Ortsänderung in einer der 
zwei Flächen eine unendlich kleine Ortsänderung in der 
andern, und jedem ununterbrochenen Linienzug in T ein 
zusammenhängender Linienzug in T^. Den p Querschnitt- 
bündeln (a6c)x (x = 1 . . . p), die Tin eine einfachzusammen- 
hängende Fläche T verwandeln, entsprechen daher p Quer- 
schnittsbündel (a'6'c')x, die T^ in eine Fläche T[ umformen. 

Diese Fläche T[ ist 19) zusammenhängend. Bedeuten 
nämlich Pj und F[ irgend zwei Punkte in r(, P und I^ 

•) Cayley, Quart. Joum. of Math. t. 7 (1865) und Journal L 
Math. Bd. 64 (1865). — Hamhurger, Zeitschrift f. Math. u. Phys. 
Bd. 16. 1871. — Nöther, Gott. Nachr. 1871, pag. 267; Math. 
Annalen Bd. 9 (1875) u. Bd. 23. (1883). — Halphen, Etüde sur le» 
Points singuliers; Anhang zur franz. Ausg. y. Ssdmon's Higher plane 
curves, Ganth. Villars 1884. — Vergl. auch Ficard, Trait6 d'analyse, 
T. II, pag. 360 ff. (1893); Appell et Goursat, Theorie des fonct. 
alg. et de leurs integrales, pag. 283 (1895) und E. Yessiot, Annale» 
de la Facult6 des sciences de Toulouse. 1896. 
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die entsprechenden Punkte von T\ so läfst sich in T' eio 
Weg / angeben, der von P nach P führt, ohne einen Quer- 
schnitt zu überschreiten. Der entsprechende Weg l^ in T[ 
führt dann auch in T[ von P^ nach PI, ohne einen Quer- 
schnitt zu überschreiten. Die Fläche T[ ist 2?) einfach- 
zusammenhängend; denn wäre sie es nicht, so v\rtlrde einem 
sie nicht zerstückelnden Querschnitt X^ ein Querschnitt X in 
T' entsprechen, der auch T' nicht zerstückelt, vras unmöglich 
ist. T und T^ werden also durch dieselbe Anzahl Quer- 
schnitte in einfachzusammenhängende Flächen verwandelt. 
Das Geschlecht p dieser Flächen und auch dasjenige der 
zugehörigen Gleichungen F= und W= ist also dasselbe. 
Dies giebt den wichtigen 

S&tZ I?) Das Geschlecht einer algebraischen 
Gleichung wird durch eine birationale Trans- 
formation nicht geändert. 

8jZj = und die transformierte 

Gleichung U^\Sj Z) = dieselbe Klasse algebraischer 
Funktionen definieren, können wir auch sagen: F=.0 und 
?r= sind Gleichungen derselben Klasse. Der vorige 
Satz läfst sich dann auch so aussprechen: 

SfttZ Ij^) Gleichungen derselben Klasse haben auch 
dasselbe Geschlecht. 

Für j9 > 1 läfst sich Satz 19) umkehren. 

SfttZ 11?) Läfst eine rationale Transformation 

S = E,(s,z\ Z=P,{8,z) 

das Geschlecht pOl) einer algebraischen 
Gleichung unverändert, so ist die Trans- 
formation eine birationale.^) 

Beweis : F \8, z) = werde durch die rationale Trans- 
formation 

S = E,{8,zl Z = E^{s,z) 

*) Siehe die Abhandlung von Herrn Weber, Crelle's Journ. Bd. 76. 
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ttbergeführt in 



r(s,D = o, 



ond es sei das Geschlecht p^ von !r= gleich dem G-e- 
schlechte p von F=0. 

Durch die rationale Transformation geht jeder Integrand 
L Gattung v der durch ^=0 definierten FunktionenUasse 
über in eine lineare, homogene Funktion der p linear- 
unabhängigen Integranden I. Gattung u der durch jP = 
definierten Funktionenklasse. 



„=_''(*' ^) 



Ist daher 


allgemein : 


so folgt: 


„ V (S, Z) 

r (s, z) ' 


V^i (S, ^) 

r' (iS, Z) 




% (S, Z) 


1, <Pi («» «) 



F'(8,Z) ' 



+ . . . + a 



p 



yp (g> ^) 



% (S, Z) _. (p, {s, z) , yp (g, ^) 

worin a^ . . . Op, 6^ . . . &p konstante Koeffizienten bedeuten^ 
und weiter 

t//^ (S, Z) a, . 9)1 («, ^) + . . . + ap . ()Pp («, z) 



xp^ (Ä, Z) *i . ^1 («, ^) + . . - + ^P • 9>P («> ^) 

Den Punkten der zu ?r = gehörigen Fläche T^, in 
denen i/Zj (S, Z) = wird, entsprechen demnach auf der 
zu i^=0 gehörigen Fläche T Punkte, in denen 

«1 Vi («, ^) + • • • + «D • % («> ^) = 

wird. Wenn folglich einem beliebigen Punkte von T^ 

r Punkte von T entsprechen, so mufs, da xp^ (S, Z) in 7\ 

p 

und ^a^ '(px{«^^) in ^ je 2 p — 2 variabele Nullpunkte 
besitzen, die Beziehung 

r(2pi — 2)<2p — 2 
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bestellen, welche, da r eine positive, ganze Zahl ist, ftlr 
p^=p nur dann erfüllt sein kann, wenn 

r = l 

ist. — Jedem Punkt von 7\ entspricht also nur ein Punkt 
von T, d. h. die betrachtete rationale Transformation ist 
eine birationale. 

Bemerkung. Ist eine algebraische Gleichung F{8^z)=0 
gegeben, so erhält man, je nachdem man z oder s als un- 
abhängige Yariabele ansieht, zwei verschiedene Riemann'sche 
Flächen T, und T,. Nach Satz 19) haben diese zwei Flächen 
dasselbe Geschlecht. Ist daher z. B. die Gleichung F=0 
in Bezug auf eine der zwei Variabein, etwa in Bezug auf z, 
vom ersten Grade, so reduziert sich die zugehörige Riemann'sche 
Fläche r, auf die einfache 2:-Ebene, und die Fläche T, ist 
daher einfach zusammenhängend. 
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Die Grundgleichung F=0 enthält nur eine endliche 
Anzahl von Gliedern; die zugehörige Riemann'sche Fläche 
T hängt daher nur von einer endlichen Anzahl von Kon- 
stanten, nämlich den Koeffizienten von F=.0 ab. Geht 
nun .F=0 durch birationale Transformation in eine Gleichung 
T=0 über, so steht nicht ohne weiteres fest, dafs die zu 
y = gehörige Fläche 2\ von ebensoviel Konstanten ab- 
hängt, wie T. Es läfst sich im Gegenteil wohl denken, 
dafs wir die birationale Transformation so wählen können, 
dafs T, von weniger Konstanten abhängt wie T. Es er- 
giebt sich so unmittelbar die Frage, ob es eine untere 
Grenze für die Erniedrigung dieser Konstantenzahl giebt, 
und welches die niedrigste Zahl der wesentlichen, durch 
birafionale Transformation nicht mehr wegzuschaffenden 
Konstanten ist, von denen die allgemeinste Gleichung 
F=0 oder Fläche T des Geschlechtes p abhängt. Diese 
wesentlichen Konstanten oder Parameter heifsen nach 
Kiemann*) die Moduln der Klasse. 



♦) Eiemann, Ges. Werke, pag. 113, 114. 
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Durch die Koeffizienten von F=0 sind die Ver- 
zweignngspnnkte der zugehörigen Fläche T völlig bestimmt» 
Wendet man nun aufi^=0 eine birationale Transformation 
an, so lassen sich die Konstanten dieser Transformation so 
wählen, dafs in der zur transformierten Gleichung gehörigen 
Fläche jTj eine bestimmte Anzahl von Verzweigungspunkteu 
in beliebig gewählte Lagen gedrängt werden kann, während 
die übrigen Verzweigungspunkte in T, fest bleiben. Die 
Anzahl dieser bei einer birationalen Transformation fest 
bleibenden Verzweigungspunkte in 2\ ist die Zahl der 
Moduln der Klasse. Diese Zahl läfst sich, wie folgt, be- 
stimmen. 

Bezeichnet T die zur Grundgleichung jP=0 gehörige 
Riemann*sche Fläche, so denken wir uns dieselbe zunächst 
durch eine birationale Transformation 

in der Z eine Funktion 11. Gattung von der Ordnung 
^ > 2 p — 2 sei, in eine neue Fläche T^ vermandelt, die 
sich ju-blättrig über der Z-Ebene ausbreitet. Von dieser Fläche 
2\ gehen wir nun aus und schreiben an Stelle von S und Z 
wieder « und z. 

Wenden wir auf T^ die birationale Transformation 

öT = «, ^ = Ä (s, 2:) 

an, wo ^ eine Funktion 11. Gattung von der Ordnung ^ sei, 
so besteht zwischen und ^ eine irreducible algebraische 
Gleichung, die in vom Grade fi ist ; die zugehörige Fläche 
Tg hat also fi Blätter, ebenso wie T^, Der transformierenden 
Funktion ^ können wir die ^ Unstetigkeitspunkte nach 
Belieben vorschreiben ; nach dem ßiemann-Roch*schen Satze 
enthält dieselbe dann noch 

willkürliche Konstanten, wenn x den Uberschufs der Funktion 
f bezeichnet. Im ganzen enthält also ^ 

2/u — p+1 

willkürliche Konstanten. Über diese Konstanten können wir 
nun, im allgemeinen, so verfügen, dafs 2/m — i>+l von 
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den 2{f4,-\-p — 1) einfachen Verzweigungspunkten von T, 
vorgeschriebene Lagen einnehmen. Die Zahl 

2(ji+p — l) — {2fx—p + l) = 3p — S 

der übrigen, durch die birationale Transformation nicht be- 
rührten, festen Verzweigungspunkte von T^ ist die Zahl der 
Elassenmoduln. Wir haben i^ den 

SSlZ I?) Die Klasse vom Geschlechte p hat im all- 
gemeinen Sp — 3 Moduln. 

Dieser Satz giebt für p > 1 nur eine obere Grenze 
für die Anzahl der Moduln einer Fläche T der E^asse. Wir 
werden später sehen, dafs es für jedes |> > 1 Flächen der 
Klasse giebt, die sogenannten hyperelliptischen Flächen, die 
nur 2 p — 1 Moduln besitzen, weil zwischen den Ver- 
zweigungspunkten einer solchen Fläche p — 2 Belationen 
bestehen. 

Auch die Flächen vom Geschlechte p = und p=l 
bilden eine Ausnahme von dem vorigen allgemeinen Satz. 
Der Beweis dieses Satzes beruht nämlich wesentlich auf der 
Annahme, dafs wir über die 2 gi — P + 1 Konstanten von ^ 
so verfügen können, dafs 2 /u — P -f- 1 Verzweigungspunkte 
von Tg eine vorgeschriebene Lage einnehmen. Diese An- 
nahme trifft jedoch nicht mehr zu, wenn die ursprüngliche 
Fläche Tj in sich selbst transformiert*) werden kann 
durch eine birationale Transformation 

in der noch willkürliche Parameter übrig bleiben. Ist r die 
Anzahl dieser Parameter, so können die 2 /u — p + 1 Kon- 
stanten von ^ nicht mehr sämtlich dazu benutzt werden, um 
ebensoviele Verzweigungspunkte von T^ der Lage nach zu 
fixieren, sondern nur noch 2 fi — ^ + 1 — ^; die übrigen r 
Konstanten dienen dazu, die Möglichkeit der Transformation 
der Fläche T^ in sich selbst zu repräsentieren. Die Anzahl 
der festbleibenden Verzweigungspunkte von T^, d. h. die 
Zahl der Moduln der Klasse, ist dann also 

20u + p— 1) — (2/u — p + 1 — r) = 3p — 3 + r.**) 

*) Siehe den nächsten Paragraphen. 

**) Diese Formel rührt von Herrn Klein her. Siehe dessen 
Schrift: Über Biemann's Theorie der algebraiscben Funktionen. 
Kap. III. 
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Wie sich im nächsten Paragraphen ergeben wird, ist 
für;> = 0:r = 3; für^ = l:r=l; fürp>l:r=0. 
Die Anzahl der Modnln der Klasse ist daher: 



gleich 0, 

» 1, 

„ Sp — Sj 

wenn die Fläche T nicht zu den hyperelliptischen Flächen 
gehört 



f ür p = 
« P>1 



§ 36. Transformation einer Fläche T in sich selbst. 

Wenn die Gleichung: 

F[s,z) = 0, 

zu der die Fläche T gehört, durch die birationale Trans- 
formation 

ttbergeführt wird in 

s,z) = o, 

zu der wieder dieselbe Fläche T gehört, so sagen wir: die 

Gleichung F\8,z) = 0, oder auch die zugehörige Fläche T, 
wird durch die birationale Transformation in sich selbst 
transformiert. — Wir wollen diese Transformation kurz 
besprechen und unterscheiden dabei die drei Fälle p = Oy 
p = 1 und I? > 1. 

(n m\ 
SyzJ = vom 
Geschlechte p = 0, so lassen sich nach § 32 alle Funktionen 
der Klasse, also auch 8 und Zj als rationale Funktionen 
einer Funktion ^ der Klasse darstellen. Ist z.B. 

. = ü;,(0, z = e,{^, 

so entspricht jedem Werte von ^ ein und nur ein Wert von 
s und ein und nur ein Wert von z, und daher jedem Punkte 
der C-Ebene ein und nur ein Punkt der zu -P= gehörigen 
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Fläche T. — Umgekehrt ist ^, als Fnnktion der Klasse^ 
rationale Funktion von s und z: 

^ = R{s,z). 

Jedem zusammengehörigen Wertepaare 8,z entspricht also 
auch nur ein Wert von ^, und folglich jedem Punkte der 
Fläche T ein und nur ein Punkt der C-£bene. Die Fläche 
T vom Geschlechte p = läfst sich daher mit Hilfe der 
birationalen Transformation 

in eine einblättrige Fläche T^ tlberftthren. Diese letztere, 
die einfache ^-Ebene, wird durch jede Transformation 

a = 



b^ — d 

mit drei willkttrlichen Parametern a, 6, d in sich selbst trans- 
formiert, wobei diese willkürlichen Parameter dazu benutzt 
werden können, um drei beliebige Punkte der ^-Ebene in 
drei beliebige andere Punkte derselben Ebene überzuführen. 
Dasselbe gut also auch von der ursprünglichen Fläche T, 
Wir haben so den 

s,z) = vom 
Geschlecht p = 0, so läfst sich die zugehörige 
Fläche T in sich selbst transformieren durch 
eine birationale Transformation mit r = 3 will- 
kürlichen Parametern. 

119) ^ = 1 : In diesem Falle läfst sich, nach § 32, die 

s,zj =^0 gehörige Fläche T durch 
birationale Transformation in die zweiblättrige Biemann'sche 
Fläche Tj mit vier Verzweigungspunkten verwandeln, die 
den elliptischen Funktionen entspricht. Was sich von der 
Transformation von T^ in sich selbst beweisen läfst, gilt 
also auch von der ursprünglichen Fläche T. 

Es sei u das zu T^ gehörige Integral L Gattung. Sind 
coj , cug die Periodizitätsmoduln desselben in der einfach zu- 
sammenhängenden Fläche Tl, so ist jede Funktion r der 
Klasse einwertige, doppelperiodische Funktion von u, mit 
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den Perioden Wj,Wj, und umgekehrt ist jede einwertige, 
doppelperiodische. Funktion von u eine Funktion der Klasse. 
Bezeichnen wir demnach die Variabein in der Fläche T^ 
wieder mit s und z, so ist 

1?) 8 = (p{u), Z = (p^{u), 

WO q) (u) und qp^ (u) doppelperiodische Funktionen von u 
bezeichnen. — Setzen wir nun 

29) S = q>{u-\-t), Z=qp,(u + 0, 

wo t eine willkürliche Eonstante bedeutet, so sind auch aS 
jmd Z einwertige, doppelperiodische Funktionen von u und 
daher, als Funktionen der Klasse, rational darstellbar durch 
s und z, d. h. es ist 

39) S = R (», z, t), Z=E^ {8, z, t), 

wo R und i?j rationale Funktionen von « und z bezeichnen, 
die von dem willkürlichen Parameter t abhängen. Ebenso 
.^ind umgekehrt s und z rationale Funktionen von S und Z. 
Die Transformation 39) ist also birational und geht aufser- 
dem, wie man leicht sieht, für < = in die identische Sub- 
stitution 

S = 8j Z = z 

über. Wie aber leicht einzusehen ist (siehe Apell et Goursat 
pag. 267), geht u durch jede birationale Transformation 
wieder in ein Integral I. Gattung über, d. h. es ist bei 
Anwendung von 39) 

u* (s, z) = fi . u (S, Z) , 

wo ju, wie sich durch Betrachtungen ähnlich den sogleich 
für p > 1 anzustellenden ergiebt, von t unabhängig ist. 
Da 39) für ^== in die identische Substitution iS==«, Z=2r 
übergeht, so ist fi=l, und es ist die birationale Trans- 
formation 39) mit dem einen willkürlichen Parameter t 
ilquivalent mit der transcendenten Beziehung: 

49) u{S,Z) = u{8,z)-^C, 

wo C eine beliebige Konstante bedeutet. Wie sich übrigens 
(siehe etwa Appell et Goursat, Theorie des fonctions 
^Igöbriques et de leurs integrales, pag. 474 ff.) nachweisen 
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läfst, erhält man alle biratioiialen Transformationen, welche 
T, in sich selbst überführen, indem man 4 9) kombiniert mit 
allen Transformationen von der Form: 

M (S, Z) = V . tt (», Z) , 

wo V eine primitive Wurzel einer der Gleichungen: 

v«=l, y»=l, v^=\, !/«=! 

bedeutet. Die birationale Transformation 3?) führt also 71 
in sich selbst über, und es gilt daher für T^ und folglich 
Äuch für Tg der 

SfttZ II?) Jede allgemeine Fläche T vom Geschlechte 
p = l läfst sich durch birationale Trans- 
formation in sich selbst überführen, und jede 
solche Transformation enthält einen willkür- 
lichen Parameter, 

Für spezielle Flächen des Geschlechtes p = 1 vergleiche 
etwa Baker, Abelian Functions, § 394. 

in?) p>l: Für diesen Fall gilt der von Herrn 
Schwarz (Grelle, Bd. 87) bewiesene 

Satz W\ Eine allgemeine Gleichung oder Fläche T 
des Geschlechtes p]>l läfst sich nicht in sieh 
selbst transformieren durch birationale Trans- 
formationen, die einen willkürlichen Para- 
meter enthalten. 

(n m\ 
«, z) = 0, 

oder die zugehörige Fläche T, lasse sich in sich selbst 

transformieren durch eine birationale Transformation 

\z=R^{B,z,t\ 

die den willkürlichen Parameter t enthalte. Sind dann 
u[ . . . Up die p lihearunabhängigen Normalintegranden 
L Gattung, so werden (siehe den nächsten Paragraphen) 
diese Integranden durch die birationale Transformation in 



*) Siehe Picard, Trait6 d'analyse, 1. 11. 

LftndfrUat, Theorie d. algebr. Funkt. 18 
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Integranden L Gattung u[ (S, Z), . . . u^ {S, Z) übergeführt, 
die sich wieder als ganze, lineare Funktionen von u[.. ,u^ 
darstellen lassen. Ist z. B. 

5?) u[ (S, Z) = öj . ul («, ^) -f- • • • + «p • ^p («> ^) 

wo a^, ..ap von s und z unabhängige Konstanten bedeuten, 
so läfst sich beweisen, dafs diese Eonstanten auch von t 
unabhängig sind. Läfst man nämlich, indem man t einen 
festen, sonst beliebigen Wert beilegt, die Variabele z in der 
einfach zusammenhängenden Fläche T' vom Punkte ß 

(Fig. 34) auf dem negativen Rande von a^ längs fr^ nach 
dem gegenüberliegenden Punkte y auf dem positiven Rande 
von a^ gehen, so wachsen u^ («, z) , . .Up («, z) um die 
Periodizitätsmoduln : 

TT f, 0, . . . 0. 

Zugleich mit diesem Wege von z beschreibt auch Z in 
der einfach zusammenhängenden Fläche T[, die zur trans- 
formierten Gleichung gehört, einen Ringweg, der «^(S, Z) 
etwa in u^ (5, Z) -}- w^ überführe, wo w^ ofifenbar von t un- 
abhängig ist. Es ist dann 

Wj = Öj . TT i, 

und daher a^ unabhängig von t. Läfst man z analog der 

Reihe nach die Ringwege fr,, . . . ^ in -f~ Richtung durch- 
laufen, so ergeben sich die weiteren Beziehungen: 

(0^= a^ , 7t iy . . . Wp = ap , 7t i, 

aus denen sich ergiebt, dafs auch a^. ..Op von t un- 
abhängig sind. 

Nimmt man ein zweites Normalintegral u^is^z^ so er- 
hält man, analog vne für Uj^{8,z) die Beziehung: 

6?) u:,{S,Z) = ß^.u[{s,z) -{-... -{•ßp.u'p(s,z), 

wo ßi- "ßp wieder von «, z und t unabhängige Eoa- 
stanten sind. 



7?) 



Aus 5?) und 6?) folgt: 

Ul («S, Z) a^. u[{8jZ) -{'...-{- Op.u^ (8, z) 

UUS,Z) "" ß^^u[(8,z)J^...^ßp.xip(8,Z) • 
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Diese Beziehimg enthält nach dem Vorigen den will- 
kürlichen Parameter t nicht mehr und weist also jedem 
Punkt 8,z der ursprünglichen Fläche T eine endliche 
Anzahl von Punkten S, Z der transformierten Fläche T^ zu. 
Die birationale Transformation 3?) mit dem willkürlichen 
Parameter t weist aber, wenn wir ein Wertepaar s^z fest- 
halten, diesem Wertepaare, bei kontinuierlicher Änderung 
von tj unendlich viele Wertepaare S, Z zu. Die Annahme, 
dafs es fürp}>l eine birationale Transformation mit einem 
willkürlichen Parameter gebe, welche die ursprüngliche 
Fläche T in sich selbst transformiert, führt also zu einem 
Widerspruch. 

Für die Theorie der algebraischen Funktionen vom 
Geschlecht p ]> 1 mit einer endlich^a Anzahl von birationalen 
Transformationen in sich vergleiche Hurwitz, Matth. Ann. 
Bd. 41. pag. 406 flf. 



§ 37. Normalformen der Grnndgleichuiig. 

Wendet man auf die eine Klasse algebraischer Funktionen 

definierende Grundgleichung F (s, z) = eine birationale 
Transformation an, so geht diese Grundgleichung über in 

eine neue Gleichung W \S, Z) = 0, die wie wir früher ge- 
sehen haben, wieder als definierende Gleichung derselben 
Funktionenklasse angesehen werden kann. Durch geeignete 
Wahl der birationalen Transformation läfst sich nun er- 
reichen, dafs die neue Gleichung ?r= eine möglichst ein- 
fache Gestalt annimmt, z. B. von möglichst niedrigem Grade 
in der neuen Veränderlichen ist. Derartige, möglichst ein- 
fache Formen der Gnmdgleichung nennen wir Normal- 
formen derselben.*) 

Die ^urückf ührung der Grundgleichung jP = auf eine 
Normalform beruht auf dem 



*) Der Begriff der „Normalform*' ist ein sehr dehnbarer und hängt 
davon ab, was man anter einer möglichst einfachen Grondgleichnng 
versteht. Daher die verschiedenen „Normalformen" für dasselbe p» 

18* 
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Sitz P) Der Qnotient -^ zweier op-Fnnktionen 

geht darch birationale Transformation wieder 

in einen Quotienten -7^ zweier (r-Fnnktionen 

ttber. 

Beweis: Dorch birationale Transformation geht jedes 

Integral I. Gattung / ^, ' dz wieder in ein Integral 

J r \9^z) 

L Gattung 1 ^\^ J^ . dZ über (siehe Biemann, Ges. W. 

pag. 111 und Appell et Goursat pag. 267). Es bestehen 
also die Beziehungen: 

9>j («, z) . dz i//j (aS, Z) . dZ q>^ (*, z).dz (p^ (S, Z) . dZ 

F'{8,z) ~ r(S,Z) ' F'{8,z) ~ r(S,Z) ' 

und aus diesen ergiebt sich durch Division: 

1 . ) 7 r— — '. 7-3 ^7 • W« Z. D. W. 

Der eben bewiesene Satz ermöglicht es, jeder algebra- 
ischen Grundgleichung F\8j z) = vom G^schlechte ^ ^ 3 
eine invariante Form zu erteilen, d. h. eine Form, die 
bei jeder weiteren birationalen Transformation unverändert 
bleibt. Ist nämlich p >^ 3, so sind die zwei (jp-Quotienten 

Vi Vi 



Vi 9b 



wenn 9>i , 9>2 , gOg linear unabhängig sind und zwischen ihnen 
keine identische Beziehung besteht (was nur im sogenannten 
hyperelliptischen Falle möglich ist), gegeneinander irredn- 
cibele Funktionen der Klasse von der Ordnung 2 p — 2. 
Das Gleichungssystem 



2?) S = ^ Z 



V% 



Vz ' Vs ' 
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definiert dann eine birationale Transformation, welche die 
Gmndgleichnng Fysjz) = in eine Gleichung von der Form 

3?) ^\S ,Z ) = 0*) 

llberftthrt. Die Anzahl r der Doppelpunkte dieser Gleichnng 
läfst sich leicht bestimmen. Nach Satz IV?) § 5 ist nämlich 
die Diskriminante D von 3?) bis auf einen von Sj...52p_2 
unabhängigen Faktor identisch mit dem Produkte: 

i7=r(Sj.r(S,)...r(S2p_2), 

wo S^ .../S2p-2 die einem unbestimmten Z entsprechenden 
Wurzeln S von 3?) bedeuten. Die Anzahl der einfachen 
Wurzelkoinzidenzen von ¥=0 ist daher gleich der Ordnung, 
zu welcher das Produkt n {\Xr Z=(Xi unendlich wird. Nun 
wird aber ftlr Z = oo, d.h. ftlr 9)3 = 0, auch 5 = 00, und 
daher, da iT' (S) in S vom Grade 2 p — 3 ist, jeder Faktor 
von n gleich oo^i»-». Die Anzahl der Wurzelkoinzidenzen 
von 3?) ist folglich gleich (2jt> — 2)(2/> — 3). 

Bezeichnen nun, wie früher, v die Anzahl der einfachen 
Verzweigungspunkte, r die der Doppelpunkte von 3?), so 
bestehen die Beziehungen: 

(2p — 2) (22> — 3) = 1? + 2r, 

t7=2(2p — 2 + p — 1), 

aus denen sich unmittelbar 

4?) r = 2(2> — l)(p — 3) 

ergiebt. 

Ftthrt man nun noch an Stelle von S und Z mit Hilfe 
der Gleichungen: 

z z' 

die neuen Variabelen x^y^z ein, so geht 3?) nach Multi- 
plikation mit z^^"^ in die homogene Gleichung 

mit den drei Variabelen x^y^z über.**) 

*) Biemann, Ges. W. pag. 458. 
**) Biemann, Qes. W. pag. 4ö9. 
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Nimmt man die im Vorigen benutzten Funktionen 
^1 ) 9^2 > Vs ^^^^ ixiehr beliebig, sondern in geeigneter Weise 
an, so läfst sich der Grad der transformierten Gleichung 
W=0 noch weiter erniedrigen. Nimmt man nämlich in 
T p — 3 wesentliche, nicht von einander abhängige Punkte 
y^ . . . ;^p_3 an, und schreibt man dem allgemeinen Integranden 
I. Gattung diese Punkte als Nullpunkte erster Ordnung vor, 
so giebt es noch 

A + l=p — 1 — (p — 3) + l = 3 

linear unabhängige Integranden I. Gattung, also auch drei 
linear unabhängige 9)-Funktionen (fi, <p^j (f^y die in diesen 
p — 3 Punkten verschwinden. Bildet man mit Hilfe dieser 
9)-Funktionen die birationale Transformation: 

so sind S und Z Funktionen der Klasse (L Gattung) von 
der gemeinsamen Ordnung: 

2p — 2 — (p — 3)=;>+l. 
Dies giebt den 

Satz n?) Die Gleichung FKa, z) = vom Geschlecht 
p geht durch die birationale Transformation 

S = ^, Z=^, 

worin g>ij(P2,VB ^^^^^^^ unabhängige gp-Funk« 
tionen bezeichnen, die p — 3 beliebig in T an- 
genommene Punkte zu gemeinschaftlichen 
Nullpunkten besitzen, über in eine Gleichung 
von der Form 

6?) 5rvs, zJ = o.*) 

Die Anzahl r der Doppelpunkte dieser Gleichung er- 
giebt sich aus den Beziehungen: 

t; = 2(p + l+p-l). 

*) Clebsch u. Gordan, Theorie d. AbePschen Funktionen, pag.6ö. 
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Es ist: 
7?) r = ^p{p-8). 

Die Heiren Brill und Nöther haben gezeigt, dafs die 
im Vorigen abgeleitete Normalgleichnng 6?) von Clebsch and 
Gordan nicht die Normalgleichimg von möglichst niedrigem 
Grade ist, die sich für jt>^3 erreichen läfst. Für die 
Normalgleichnng niedrigsten Grades vergleiche Brill nnd 
Nöther; Math. Annalen Bd. VIII oder die Darstellung von 
A. Picard: Traiti d'analyse. T. II, pag. 451 flf. 

Die Zurttckf ührnng der Gleichung F \8, z) ^0 des Ge- 
schlechts p auf eine Gleichung vom Grade p + 1 beruht 
wesentlich darauf, dafs die Transformation 

im allgemeinen birational ist. Es giebt jedoch einen Aus- 
nahmefall. Bevor Tvir diesen besprechen, wollen wir noch 
mit Hilfe der transformierten Gleichung 6?), die bereits 
früher gefundene Zahl 3 p — 3 der Moduln der Klasse einer 
allgemeinen Gleichung des Geschlechtes p bestätigen. 

Die Normalgleichung ö?) hängt von 

Parametern ab und besitzt, wie oben bewiesen -^p {p — 3) 
Doppelpunkte, in deren jedem 

r (5, Z) = o 

ist. Dies liefert -jrp{p — 3) Bedingungsgleichungen zwischen 

den Parametern von ¥. Die Anzahl der willkürlichen 
Koeffizienten beträgt also noch 

y[(P + l)(l> + 4)-p(i>-3)l = 4|> + 2. 

Andererseits hängt die birationale Transformation, durch 
welche F=0 in y = umgeformt wird, von p — 3 voa 
einander unabhängigen willkürlichen Punkten ab; diese 
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jp — 3 Punkte kann man sich so angenommen denken, dab 
von Yornherein p — 3 Koeffizienten von T gegebene Werte 
annehmen. Wendet man dann noch anf 6?) die allgemeinste 
bomographische Transformation 

aZ^ßS + Y a^Z±ß^S±y^ 

die von 8 willkttrlichen Parametern abhängt, so lassen sich 
weitere 8 Koeffizienten von !r=0 so bestimmen, dafs sie 
gegebene Werte annehmen. Die Anzahl der in 6?) will- 
kttrlich bleibenden Parameter ist daher schliefslich : 

4 p -f 2 — (p — 3) — 8 = 3p — 3, w. z. b. w. 

In enger Beziehung mit der in diesem Paragraphen 
entwickelten Theorie steht eine Frage, die wir noch in 
kürzen Worten besprechen wollen *) 

Es seien 

p linear miabhängige Funktionen, d. h. die Zähler von p 
linear unabhängigen Integranden I. Gattung. Bildet man aüa 
denselben ganze homogene Funktionen zweiten Grades: 

8?) -Po (9>i • • • yp)> ^iiVi"'Vp\ P%(Vi"'9p\*" 
so sind die Quotienten 

F F 

V») TP ' J? ' • • • 

-* -*^o 

Fnnktionen der Klasse, die in denselben q = 4tp — 4 
Punkten yi...y^...y4p-4 der Fläche T zur ersten Ordnung 
unendlich werden, und daher Funktionen 11. Gattung sind. 
Bedeutet nun x den Überschuf s des Punktsystems /^ . . . /4p— 4» 
so ist 

? — x = p, 

d h. x = 3p — 4. 

Kach dem Riemann-Roch'schen Satze enthält daher die 
allgemeinste^ Funktion der Klasse, welche die Punkte 
y^...yip^A zu Unstetigkeitspunkten besitzt, noch genau 

x-fl = 3p — 8 



♦*" 



*) H. Weber, Math. Amu Bd. XIII. 
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TerfUgbare Eonstanten, von denen eine additiv ist. Jeder 
der Quotienten 99) läfst sich somit durch 3 p — 4 derselben 
linear ausdrücken, oder: zwischen je Sp — 2 der Funktionen 
8) besteht eine lineare und homogene Gleichung mit kon- 
stanten EoefiSzienten. Nimmt man speziell ttlr F^^F^,F^ die 

-^j? (p -j- 1) Funktionen: 

10?) (p\, qPi . qp«, . . . fpp-i(Pp, vi, 

so erhält man den 

SfttZ ni?) Zwischen p linearunabhängigen qp-Funk- 
tionen g>i...g>p bestehen stets 

^^(^ + l)_(3p_3) = i-0>-2)(;>-3) 

homogene Gleichungen zweiten Grades. 

In besonderen Fällen kann es mehr solcher Gleichungen 
geben; der vorige Satz, der übrigens nur ein Spezialfall 
eines allgemeinen Satzes ist (siehe etwa H. Stahl, Theorie 
der Abel'schen Funktionen pag. 183), giebt daher nur eine 
untere Grenze. 

Beispiel : Es sei jo =: 3. Für diesen Fall ist 

y(l>-2)(p-3) = 0, 

was sich auch folgenderweise bestätigen läfst. — Bestünde 
zwischen den drei linear unabhängigen Funktionen 9)^, 9)2,9)3 
eine homogene Gleichung zweiten Grades, so könnte man 
dieselbe auf die Form 

9i<p9=Vh 
oder ^ = (-^y 

bringen. Da aber -^ höchstens in je vier Punkten = 0^ 

und 00^ werden kann, so könnte -^ nur in je zwei Punkten 

Vi 
0^ und 00^ werden. Es wird also eine Funktion der Elasse 

von der Ordnung 2 existieren, was, wie wir sehen werden^ 
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den hTperelliptischen Fall charakterisiert nnd bei un- 
beschränkten Modnln der Klasse anmöglich ist. 

Dagegen läfst sich im allgemeinen Falle p = S eine 
homogene Gleichung vierten Grades zwischen (p^',(p^^cp^ 
nachweisen. Bezeichnet man nämlich (siehe H. Weber, 
Theorie der AbePschen Funktionen vom Geschlechte p = 3, 
pag. 51) mit y, r, «, t\ ?i> »'u «d ^ irgend vier der drei Zahlen 
1, 2, 3, so ist der Quotient : 

eine Funktion der Klasse von der Ordnung 16, die nach 
dem Riemann-Roch^schen Satz als lineare Funktion von 13 
speziellen Funktionen derselben Art mit gleichen Unstetig- 
keitsstellen wie Z dargestellt werden kann. Behält man 
den Nenner q>q^ . (pr^ . cp,^ . qft^ bei, so lassen sich aber 14 

solcher Funktionen Z herstellen, so dafs zwischen denselben 
eine lineare Relation bestehen mufs, die nach Weghebung 
des gemeinsamen Nenners in eine homogene Gleichung 
vierten Grades zwischen (p^ j 9^^ 9>s übergeht. — Diese 
Gleichung kann ebenso gut, wie die Grundgleichung 

8^ zf = 0, als definierende Gleichung der Klasse an- 
gesehen werden; dividiert man sie nämlich durch 9)|, so 
geht sie in die Gleichung 3?) dieses Paragraphen über, 
welche durch die birationale Transformation 

S = ^,Z=-^ 
9>s 9s 

aus der Grundgleichung F = hervorgeht. 

Im allgemeinen Falle j?=4 giebt es zwischen (Pij(p%y(Psi9>4^ 
eine homogene Gleichung zweiten Grades und eine solche 
dritten Grades. Beide zusammen sind äquivalent mit der 
einen Gleichung 3?) dieses Paragraphen, vom Grade 6, die 
durch die birationale Transformation 

9>i .5^_ 9>i 



S = :t:^. Z 

<Ps ' 9>s 

aus der Grundgleichung F=0 hervorgeht, und bestimmen 
also vollständig eine Klasse algebraischer Funktionen vom 
Geschlechte p = 4. 
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Im Falle p = 5 giebt es drei homogene Gleichungen 
zweiten Grades zwischen den fünf linear nnabhängigen 
^-Funktionen, und diese Gleichungen sind umgekehrt im 
allgemeinen ausreichend zur Defintion der Funktionenklasse 
vom Geschlechte p = 5. Für den Beweis siehe die schon 
erwähnte Abhandlung von Herrn H. Weber, wo auch auf 
den Umstand hingewiesen wird, dafs durch die Darstellung 
der algebraischen Funktionen durch die Gesamtheit der Be- 
ziehungen zwischen den «jo-Funktionen die Frage nach den 
Moduln der Klasse einer Behandlung mi^ den Hilfsmitteln 
der gewöhnlichen Invariantentheorie zugänglich wird. 
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Im vorigen Paragraphen ist gesagt worden, dafs die 
Transformation 



(fi 7 (p 



2 



> 



1?) S = ^^, z = 

worin 9>i,9>2, <p^ spezielle ^-Funktionen bedeuten, die aufser 
den Doppelpunkten von T noch weitere p — 3 wesentliche, 
gemeinsame NuUpunkte besitzen, nicht immer birational ist. 
Wir wollen diese Möglichkeit näher untersuchen. 

Soll die Transformation 1?) nicht birational sein, so 
müssen jedem Punkte (aS, Z) der zur transformierten 
Gleichung gehörigen Fläche T^ mindestens zwei Punkte («, z) 
der zur ursprünglichen Gleichung F=0 gehörigen Fläche 
T entsprechen. Mit andern Worten: für jedes konstante 
Wertepaar S, Z mufs es, wenn a^ , ^^ eine Wertepaar («, z) 
bezeichnet, das die Gleichungen 

S'<P2i<^ij^i) — Vi K 1 Q = 0, 

^- 9^8 (^1 j ?i) — % (<^iJ ?i) = 

befriedigt, mindestens ein zweites Wertepaar a,,^, von s^z 
geben, für das diese Gleichungen ebenfaUs erfüllt sind, oder 
auch: Wenn wir den 2 y-Funktionen 
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aufser den Doppelpunkten nnd den schon vorhandenen p — 3 
gemeinsamen Nullpunkten noch einen weiteren gemeinsamen 
Nullpankt in T vorschreiben, so mtlssen sie sofort noch 
mindestens einen ferneren Nullpunkt gemein haben. 

Die drei gp-Funktionen (p^^cp^^^^ sind, da die p — 3 
denselben zuerst vorgeschriebenen Nullpunkte von einander 
unabhängig sind, linear unabhängig. Ein weiterer Null- 
punkt von 

wo S eine beliebige Konstante ist, mufs also gemeinsamer 
Nullpunkt von q)^ und cp^ sein, und wenn dieser Punkt auch 
ein Nullpunkt von 

sein soll, auch ein gemeinsamer Nullpunkt von q)^ und 9),, 
d. b. schreibt man den 2 97 -Funktionen 2?) aufser den Doppel- 
punkten und den p — 3 gemeinsamen Nullpunkten yi...yy-8 
noch einen weiteren gemeinsamen Nullpunkt y,,«2 vor, so 
mufs derselbe ein gemeinsamer Nullpunkt von 9)^,9)2,9)3 sein. 
Die Transformation 1?) ist daher dann und nur dann nicht 
birational, wenn ein beliebiger, gemeinsamer Nullpunkt von 
Vi^V%y Vs sogleich mindestens einen weiteren gemeinsamen 
Nullpunkt derselben Funktionen g>i, q>2f <Ps ^^^^ sich zieht 

Wir können dies auch wie folgt ausdrücken : Die Trans- 
formation 1 ?) ist dann und nur dann nicht birational, wenn 
die p — 3 Gleichungen 

welche ausdrücken, dafs der allgemeine Integrand I. Gattung 
w' in den p — 3 von einander unabhängigen Punkten 
/. . . . /p . 3 verschwindet, zusammen mit einer anderen 
Grleichung : 

wo yp_t einen beliebigen weiteren Punkt von T bezeichnet, 
sogleich mindestens eine weitere Gleichung: 

nach sich ziehen. 

Wir nehmen nun zunächst an, das Verschwinden des 
allgemeinen Integranden I. Gattung w' in p — 2 von ein- 
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ander unabhängigen Punkten y^...Yp^2 ziehe das Ver- 
schwinden von w^ in nur einem weiteren Punkte y nach sich. 
In diesem Falle müssen die Koordinaten a, ß von y von 
den Koordinaten «<,/?< aller Punkte y< (t = 1 . . .p — 2) ab- 
hängen. Denn hingen sie von den Koordinaten von nur 
i^«P — 2) Punkten ab, so würde der Integrand w% der 
in yi- . . yp-2 verschwindet, gegen die Voraussetzung in mehr 
als einem weiteren Punkte, nämlich in 

IP — ^h — 



1 . . .^u 
weiteren Punkten verschwinden. Es ist daher: 

3?) I " "^ ^^ ^"^' ^^' "*' A> • • • ^p-2> Ä>-2), 

I /J = Äg («1 ßl > ««) Äj • • • %-2, /^p-2), 

wo Ä^, jBj rationale Funktionen der Koordinaten ai^ßi be- 
zeichnen. — Ebenso müssen umgekehrt die Beziehungen: 



4?) 



«1= Pi («Ä «2 /^a > • • • %-2 Ä>-2), 



bestehen, wo P^, Pg wieder rationale Funktionen der im 
Argumente auftretenden Koordinaten bedeuten. — Sieht man 
^2/^2y-%-2Ä,-2 als willkürliche Parameter an, so giebt 
es, wie die Beziehungen 3?) und 4P) zeigen, eine birationale 
Transformation mit willkürlichen Parametern zwischen 

a, ß und a^, /?„ 

dies ist aber für p > 1 unmöglich. — l)ie Annahme, dafs 
das Verschwinden von w* in p — 2 beliebigen Punkten das 
Verschwinden desselben Integranden in nur einem weiteren 
Punkte nach sich ziehe, führt also auf einen Widerspruch 
mit Früherem. 

Angenommen nun, das Erfülltsein der p — 2 wesent- 
lichen Gleichungen 

^'(yi) = 0,...w^'(yp_2) = 
ziehe das Erfülltsein von weiteren x (> 1) Gleichungen: 

nach sich. 
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Das Punktsystem 

5 .) ^1 • • • yp - 2 j yi • • • yx 

ist dann ein Punktsystem I. Gattung mit dem Uberschufs x, 
und es gilt daher für dasselbe die Beziehung: 

q — x=2? — k — 1, 

wo q — X = p — 2, 

und daher A = 1 ist. 

Das zum Punktsystem 59) komplementäre Punktsystem 
ist also ebenfalls ein Punktsystem I. Gattung und sein 
Uberschufs x' ist =1. Die Ordnung g'' = 2 p — 2, — q 
dieses Systems ist folglich mindestens = 2, d. h. der Uber- 
schufs X des Systems 5 ?) ist höchstens = p — 2. Es wird sich 
gleich ergeben, dafs x thatsächlich gleich p — 2 ist. 

Die X Punkte yl . . . yi können in ihrer Lage nicht alle 
zugleich von der Lage aller Punkte /^...yp—e abhängen. 
Denken wir uns nämlich zu den Punkten y^ . . . yp . 2 noch 
einen weiteren Punkt y^-i hinzugenommen, so dafs die 
Gleichungen 

612) tr'(y,) = 0,...tt;'(y,_2) = 0, w{Yp--i) = ^ 

alle von einander unabhängig sind, so ist dadurch w* voll- 
kommen bestimmt bis auf einen konstanten Faktor. Die 
ttbrigen Nullpunkte von w\ p — 1 an der Zahl, sind also 
auch bestimmt. Je p — 2 der Gleichungen 6?) ziehen aber, 
nach unserer Annahme, das Verschwinden von w' in x 
weiteren Punkten nach sich. Die Gleichungen 6?) in ihrer 
Gesamtheit ziehen also x (p — 1) weitere Nullpunkte von w' 
nach sich, und diese Nullpunkte müssen alle von ein- 
ander verschieden sein, wenn je x einer Gruppe von 
p — 2 Gleichungen 6?) entsprechende Nullpunkte sämtlich 
von allen diesen p — 2 Gleichungen abhängen. Der Inte- 
grand w' hätte dann im Endlichen 

;> — 1 + X (p — 1) 

von einander verschiedene Nullpunkte, was unmöglich ist^ 
da X > 1. 

Die X Punkte y\ . . .yx zerfallen daher in Gruppen von 
V Punkten, die von der Lage von nur fi « p — 2) Punkten 
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aas der Beihe y^,. .y^^<i abhängen, d. h. der allgemeine 
Integrand w\ der in ^ « p — 2) von den Punkten 
yj . . . yp _ 2 verschwindet, mufs noch in weiteren v Ponkten 
/ verschwinden, die alle von den sämtlichen ersten 
fi Punkten abhängen. Durch Betrachtungen, die den eben 
angestellten ganz analog sind, ergiebt sich nun, dals der 
Integrand w^ im Endlichen im ganzen 

von einander verschiedene Nullpunkte haben mttfste. Diese 
Anzahl mufs aber andererseits = 2p — 2 sein; es muls 
daher die Gleichheit 

bestehen, und dies ist nur möglich, wenn 

8?) ^i = i;=l*) 

ist. Wir haben so den 

SfttZ F) Die Transformation 1?) ist dann und nur 
dann nicht birational, wenn das Verschwinden 
des allgemeinen Integranden I. Gattung w in 
einem beliebigen Punkte y von T das Ver- 
schwinden von w* in einem weiteren Punkte y^ 
von T nach sich zieht. 

Wenn der allgemeine Integrand I. Gattung w\ der zu 

einer Grundgleichung F (^«, z) = ^ gehört, die im vorigen 
Satze ausgesprochene, ausgezeichnete Eigenschaft besitzt,. 

«,e^ = definiert eine Klasse hyper- 
elliptischer Funktionen, sie gehört dem hyperellip- 
tischen Falle an. 

Im hyperelliptischen Fall ist also die Zurückführnng 
der Grundgleichung 7^=0 auf die Glebsch-Gordan'sche 
Normalgleichung vom Grade p + 1 unmöglich. 



•) Picard, Trait6 d' Analyse, T. IH, pag. 445 ff. 
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Die im Vorigen gegebene Definition des hyperelliptischen 
Falls, die aach noch für p = 2 gilt, lälst sich noch in 
andere Form bringen. Es sei a^ ein Pankt von T, in dem 
der allgemeine Integrand w' verschwindet, a^ der Ponkt, 
in dem w' infolgedessen von selbst verschwindet. Das 
Gleichongssystem 

9?) w'{a,) = 0, w'{a,) = 

enthält dann eine überzählige Gleichang, and das Punkt- 
system «i,«, ist daher (siehe Satz III?), § 29) ein Punkt- 
system der Klasse. Es giebt somit eine Funktion t der 
Klasse von der Ordnung q = 2, den Unstetigkeitspunkten 
Oj , a, und dem Überschuf s x = 1. Beschränken wir uns 
weiter auf den Fall p^2, und das sei von hier an stets 
vorausgesetzt, so folgt aus q — x = 1 : 

109) ? — >t<;>— 1; 

das Punktsystem a^ , a, ist daher ein Punktsystem I. G-attung, 
und die in a^ , a^ unendlich werdende Funktion r der 
Klasse eine Funktion L Gattung, die sich darstellen läfst 
in der Form: 

11?) r=4 = -^. 

W2 q>^ 

Berücksichtigt man aufserdem, dafs für diese Funktion 

q — 7c = 1 =p — k — 1 

ist, so ergiebt sich für den Defekt X von t der Wert: 

12?) X = p — 2. 

Es gilt daher der 

SfttZ 11^ Im hyperelliptischen Falle existiert, für 
2>>2, stets eine Funktion t L Gattung der 
Klasse von der Ordnung q = 2, und der allge- 
meine Integrand I. Gattung (die allg. gp-Funk- 
tion), der in den Unstetigkeitspunkten a^ a, 
dieser Funktion =o^ wird, reduziert sich auf 
eine lineare Funktion von p — 1 linear unab- 
hängigen Integranden I. Gattung (p — 1 ^^-Fnnk- 
tionen), die alle in den Punkten a^,«, ver- 
schwinden. 



S 38. l)er hyperelliptische ^alL ggd 

Dieser Satz läfst sieh umkehren: 

Satz in?) Giebt es für p^2 eine Funktion r 
I. Gattung der Klasse von der Ordnung y = 2, 
so bestimmt jeder Punkt a^ der Riemann'schen 
Fläche T einen weiteren Punkt a^ derselben. 
Diese Bestimmung ist dadurch festgelegt, dafs 
das Verschwinden des allgemeinen Integranden 
w' in a^ das Verschwinden desselben Inte- 
granden in OTg nach sich zieht, oder, mit anderen 
Worten, dafs jede ganze lineare Funktion 
von p — 1 linear unabhängigen Integranden 
I. Gattung, die in a^ verschwindet, auch in a, 
gleich Null wird. 

Beweis: Ist, fttr p^2, t eine Funktion der Klasse 
mit den Unstetigkeitspunkten ß^ ß^y so ist t eine Funktion 
I. Gattung. Bedeutet femer t (o^) den Wert von t in einem 
beliebigen Punkte a^ von 7, so ist 

_ T — C 

wo C eine von r (a^) verschiedene Konstante bedeutet, eben- 
falls eine Funktion I. Gattung der Klasse von der Ordnung 
q = 2. Diese Funktion wird unstetig in a^ und in einem 
weiteren Punkte a^, der dadurch bestimmt ist, dafs die 
Gleichung tr'(c,)=0 die Gleichung w'{a^) = nach sich 
zieht. — Berücksichtigt man aufserdem, dafs der Defekt l 
des Punktsystems a^ , o, gleich p — 2 ist, so läfst sich auch 
sagen, dafs der Punkt a^ dadurch bestimmt ist, dafs jedes 
Aggregat : 

oder ^i9Pi +<^9% + -- + <^P-iyp-i) 

das in a^ verschwindet, auch in a, gleich Null wird, 
w. z. b. w. 

Aus Satz n?) und HI?) folgt: 

Für p^2 läfst sich der hyperelliptische 
Fall entweder definieren durch die Existenz 
einer Funktion t der Klasse von der Ordnung 
9 = 2, oder dadurch, dafs das Nullwerden des 

Laadfriedt. Theori« A. »Igtbr. Fniikt. 19 
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allgemeinen Integranden I. Gattung w' in einem 
beliebigen Punkte a^ von T das Verschwinden 
von w' in einem weiteren Punkte a, von T nach 
sich zieht. 

Im folgenden Paragraphen soll gezeigt werden, wie sieh 
aus der Existenz einer Funktion t der Klasse von der Ord- 
nung 9 = 2 eine f ttr die Anwendung besonders bequeme 
Form der definierenden Orundgleichung eine Klasse hjper- 
elliptischer Funktionen des Geschlechtes jp ^ 2 ableiten läfst. 



§ 39. Normalform der Grnndgleichang im hyper- 
elliptischen Falle. 

Es sei 

(»—1 i»-i\ 
* A^ ) 

eine ganze rationale Funktion von den angeschriebenen 
Graden n — 1, ??i — l in den durch die hyperelliptische 

Grundgleichung F (^«, z) = vom Geschlechte p verbundenen 
Variabelen « und z. Diese Funktion ipy in der m n verfüg- 
bare, konstante Koeffizienten vorkommen, enthält, wenn man 
ihr die 2 r Doppelpunkte von T als Nullpunkte aufprägt, 
noch 

mn — rj=(m — l)(n — 1) — r-j-m-j-n- — l=p-|-w-|-n — 1 

verfügbare Konstanten und besitzt aufser den 2r Doppel- 
punkten noch 

m(n— l)+n(m— 1)— 2r=2(m— l)(n— 1)— 2r+w+n— 2 

=2p — 2-|-w-f-n 

weitere Nullpunkte. Schreibt man !r, aufser den Doppel- 
punkten, noch 

p -{-m-\-n — 3 

beliebige andere Nullpunkte vor, so besitzt diese Funktion 
noch p + 1 Nullpunkte, während die Anzahl der in ihr 
noch enthaltenen verfügbaren Konstanten 

p-f-w + w — 1 — (p-f-^ + **"~3) = 2 
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beträgt. Die Funktion tl; mit diesen 2r-|-p-|-^'4~'^ — 3 
Nullpunkten läfst sich also darstellen in der Form: 

2?) »^=^lV'i+<^.^8, 

wo i//^ , 1//, zwei spezielle ganze, rationale Funktionen von 
8 und z bezeichnen, die in s und z von den Graden n — 1 
und m — 1 sind, und aufser den Doppelpunkten noch weitere 
P'\-m'\'n — 3 gemeinsame Nullpunkte haben. 

Der Quotient 

39) 5 = -^ 

ist dann eine Funktion der Klasse von der Ordnung p-\-l. 
Nimmt man hierzu noch die nach Voraussetzung existierende 
Funktion der Klasse von der Ordnung 2, die sich als 
Funktion L Gattung in der Form: 

4?) Z=- "^^ 



darstellen läfst, so besteht zwischen S^ und Z eine algebraische 
Gleichung 

* (s'^') = 0, 

oder 

5?) «•.ir+S.X + Jlf = 0, 

wo K, Lj M ganze Funktionen von Z vom Grade /> + 1 
sind. Denken wir uns femer die Funktion t//^ so bestimmt, 
dafs ifj^ in dem einen der zwei Nullpunkte von Z gleich 0^ 
wird, in dem andern aber nicht, so entsprechen dem Werte 
Z=0 zwei verschiedene Werte von /S, und die Gleichung 5?) 
ist dann irreducibel (Satz II?), § 13). Setzt man nun noch 

a = 2SK + h, 
so geht 5?) über in 

Schreibt man hierin fttr a und Z wieder s und z, und 
bezeichnet man die 2 j? -(- 2 Nullpunkte der Gleichung : 

mit 

19* 
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80 nimmt 5?) die Form an: 
6?) ««= {z — a){z — a^ {z — a^)...{z — a^p^i). 

Unsere späteren Betrachtungen über die hyperelliptisehen 
Funktionen (siehe Thetafnnktionen nnd hyperelliptische Funk- 
tionen) sohliefsen sich sämtlich an diese Normalform der 
Grundgleichung an. 

Die durch 6?) definierte algebraische Funktion « der 
Klasse besitzt Verzweigungspunkte fttr 2: =r a, . . . «eph-u und 
zwar sind diese Yerzweigungspunkte alle einfach. Da femer 
die durch 6?) definierte Funktionenklasse als vom Geschlechte p 
vorausgesetzt war, so müssen die Werte z = a^ ^i"*ci%p^i 
alle von einander verschieden sein. Wäre nämlich z. B. 
Cj = ttg = /?, so hätte man 

8=^ {z — ß) .V {z — a){z — a^) . . . {z — a2p^i\ 

und die Funktion s besäfse dann nur noch v = 2 p einfache 
Yerzweigungspunkte; während doch, nach Früherem, 

r = 2p-f 2n — 2 
sein mufs. 

Mit Hilfe der Normalform 6?) der Grundgleichung läfst 
sich die Anzahl der Moduln einer Klasse hyperelliptischer 
Funktionen vom Geschlechte p ohne Schwierigkeit bestimmen. 

Die Gleichung 6?) enthält 2 p -^2 Konstanten, nämlich 
die Gröfsen a, «j.. . a2p+i« Wendet man auf 6?) eine lineare 
Substitution 

>>_ ß^ + y 

an, so läfst sich über die willkürlichen Gröfsen /?,/,<$ so 
verfügen, dafs die Gleichung 6?) eine Form annimmt, in der 
nur mehr 2 p — 1 willkürliche Konstanten auftreten. Setzt 
man z. B. : 

z — a (x^—ai _ ^ 

z — a^ a^ — a f — 1 ' 

und ferner: 
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worin 

V(a — aj)2p+i(aj — a3)(a3 — aj...(aa — a2p+i) 
ist, so geht 6?) tlber in 

7?). a«=C(C-l)(C-Ä)(?-/?,^...(?-/?2,+i), 
wo allgemein 

80) K-a)(a,-«) i3t, fttrg = 3,..,2p + l> 

Die der Gleichung 7?) entsprechende Biemann'sehe 
Fläche T hat drei festliegende Verzweigimgspnnkte, nämlich 
in den- Punkten ^ = 0, l,oo. Die ttbrigen Verzweigungs- 
punkte liegen an Stellen, die durch die verfügbar bleibenden 
Parameter ß^ von 7?) bestimmt sind. Es gilt daher der 

Satz IT?) Die hyperelliptische Fläche T vom Ge- 
schlechte TP hängt nur von 2 p — 1 Elassen- 
moduln ab. Zwischen den 3p — 3 Moduln der 
Klasse, von denen eine allgemeine Fläche T 
vom Geschlechte p abhängt, müssen also im 
hyperelliptischen Falle 3p— 3— (2;?— 1)=;?— 2 
Beziehungen bestehen. 

Im Falle p = 2 ist die Zahl der im Endlichen gelegenen 
Nullpunkte des allgemeinen Integranden I. Gattung gleich 
2p — 2 = 2; in diesem Falle giebt es also immer eine 
Funktion der Klasse von der Ordnung 2, d. h. der Fall 
p = 2 (für den 3t> — 3 = 2p — 1 = 3 ist) zählt stets zu 
den hyperelliptischen. Ebenso auch der Fall p = 1^ den 
wir bisher durchweg ausgeschlossen haben. Dieser letztere 
Fall ist aber noch insofern von speziellerer Natur, als jede 
Fläche T vom Geschlecht p =: 1 eine eindeutige Trans- 
formation in sich selbst zuläfst, die einen willkürlichen 
Parameter enthält. 

Beispiel.^) Es soll bewiesen werden, dafs die der 
Gleichung 

8^ = z{z — a){z — ßY 

*) Baker: Abellan Fonctioiui, pag. 88, 89. 
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Zügehörige Riemann'sche Fläche vom Geschlechte p = 2 
ist, dafs die Funktion 

eine Funktion der Klasse von der Ordnung 2 ist, and dafs, 
wenn man 

setzt, die ursprüngliche Gleichung ttbergeht in 

wo die sechs Verzweigungspunkte leicht bestimmt werden 
können. 

Weitere Beispiele von Flächen vom Geschlechte j> = 2 
liefern die Gleichungen: 

1?) «• = ^(^_a)8(^_^4^ 

2?) s'' = z{z — ä){z — ß)^, 

3?) ^^ = z^z — ay{z — ßy{z — y)\ 
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